Operatii cu functii derivabile.
Derivatele unor functii uzuale

Am intalnit deja exemple de fugiicderivabile. Este util o sintez a derivatelor
fundiiilor uzuale si se impune stabilirea unor reguli generale devaeei a sumelor,
produselor, compunerilor etc. de fginderivabile.
1.1° Derivatele catorva funic uzuale
a) Orice fungie constarit f: R — R, f(X)=c este derivabil peR, cu derivata nal

c=0 (1).
b) Fu?qia puteref: R— R f(x) = X' ( nrealsi x > 0) este derivabil pe R si
f’(x)=nx"".

(x")'=nx"",OxOR (2).

C) Funaia logaritmia f: (0, +) — R, f (X) = In x este derivabdl pe domeniul de
definitie si are derivata

(In x)':%,DxD R, (3).

d) Funaiile trigonometrice fg: R— R, f( x) = sin X, g( x )=cos sunt derivabile
peRsi pentru oricex[JR avem

(sin x)’ = cos X
(cos x)'= -sin x

Demonstrdile tuturor acestor derivate se fagoufolosind definjia derivatei.
Reguli de derivare

In continuare d@tam ca pentru fungi ca f,g : E->R derivabile EL] R, fungiile f
+ 0, f9, fgetc. au acegaproprietate.

Teorema 1



Presupunemacf, g sunt derivabile Tn punctubX E si A 0 constari.
Atunci :
(a) suma f & este derivabil in X si

(f +9)' (%) = F'(%,) +9(Xo)
(DA f este derivahilin Xg si
(ALF) (%) =AF" (%, )
(c) produsulg este o funge, derivabif in Xosi
(f9)' (%) = £ (%) 9(%p) + F(X,)9' (X%, )

Teroema 2

Presupunem&cf si g sunt derivabile i si ca g(X,) # 0.. Atunci fungia — cat

f A .
— este derivabil in Xy si, Tn plus :
g

Y F0)a06) = g 0) F (%)
(QJ(XO) 9°(x,)

Derivarea unei fung compusssi a inversei unei fundg

Trecem acum la stabilirea altor doteorema generale de derivare, relativ la
compuneresi inversare. Deosebit de importangéste formula de derivare a fuiilor
compuse. In acest sens, are loc:

Teorema 3

Fiel, J intervalesi | 00 -~ J ¥~ R dou fungii. Daci f este derivahil in
punctul xlIl, si g este derivabil in punctulys=f(Xo), atunci funga compus G= gof
este derivabil in X si G’(Xo) = g'(Yo)f'(Xo). Daa f este derivakil pel, g este derivabil
peJ, atuncigof este derivahil pel si are loc formula :

(gof)=(gof )F'
Teorema 4
Fie f: 1 —=J o funaie continui si bijectiva ntre dod intervale. Presupunena ¢

este derivabil intr-un punctlll si f’(xo) #0, atunci inversay=f"' este derivabil in
punctulyo=f(Xo) si, in plus,

g'(y ) :L
V(%)

Derivatele fungilor uzualesi a regulilor de derivare



Requli de derivare
1 (f+g) =f+g,(AOF) =AF";

O funaie f: [a, b] =R (a< b) se numgte fungie Rolle daa este continal pe
intervalul compact [a, ki derivabik pe intervalul deschi@, b)

Teorema care urmeazeste o consedin a rezultatelor privind fungle si a
teoremei lui Fermat, foarte utiln aplicaii.

Teorema lui M. Rolle

Fie f: [a, b] - R a< bo funaie Rolle astfel incaf(a)= f(b) atunci exist cel
putin un punctcli(a, b) astfel incaff'(c)=0.

Demonstrae. Fungia f fiind contind (conform teoremei lui Weierstrass) este
marginita si Tsi atinge marginile rja, b]. Fiem= XiDPafb] f(x), M= g{ue} f(x).

Apar trei cazuri :

l. M> f(a). Exist un punctcl! [a, b] astfel incaM=f(c) (M fiind atinsi) si,
evident,c# a, azb (daa c= a saub, atunciM= f(c) ar fi egal cuf(a)= f(b) absurd);
asadar, cll (a, b)si cum c este maxim local, atunci conform teoremei lui Farm
f'(c)=0.

Il. m< f(a).Similar.

[l m= M. Atunci fungia f este constanpe|a, b], decif’(c)=0 pentru orice
cl (a, b).

COROLARIntre dou zerouri ale unei funt derivabile pe un interval se aftel
putin un zerou al derivatei.

Demonstrae. Fie f: I1-R derivabili pe un interval ki a, b I, a< b, zerouri ale
lui f. Atunci f(a)=0=f (b)si putem aplica teorema lui Rolle pe intervalul g,

Teorema lui Rolle admite o interpretare geomeatewidens: dacd segmentul
determinat de punctel@, f(a)) (b, f(b))este paralel cu axaxDatunci exist cel pgin
un punct intre ai b in care tangenta la graficul lui f este pa#atel axa Q (fig. 6).

Observaii. Toate condiile din enunul teoremei lui Rolle sunt necesare, in sensul
ca daa s-ar renuta la vreuna din ele, atunci concluzia nu ar maintotdeauna
adewrata.

a) Daa f ar fi contind numai pe intervalul deschfa, b), exemplul fungei

,d O (0. . :

f(x) = x,dacaxL] (0] arati ca f° nu se anuleazpe intervalul(0, 1) desi f(0)=f(1).
1, dacax=0

(fig. 7).
b) Daadi f(a)# f(b), este suficientaisconsideim funaia f(x)= x pe[0, 1] (fig 8).



c) Daxf nu ar fi derivabil pe intreg intervalula, b), concluzia teoremei ar fi
falsa, asa cum arat exemplul fungdei f(x)=| x | pe intervalul-1, 1].

Teorema lui Cauchy

Fie f,g dow fungii Rolle pe intervalul compadg, b], a< b, astfel incag’(x)
# 0, xL_(a, b); atunci exist un punct & (a, b) astfel incat

fO-1@_f'Q
ob-9@ g0

Demonstrae. Condiia g'(x) #0 pentru orice k(a, b) implia faptul
g(a) #g(b), intr-adevr, dac g(a)=g(b), aplicand teorema lui Rolle , ar rezultaexist
cL_ (a, b)astfel cay’(c)=0, ceea ce contravine ipotezei.

Consideim funaia ajutitoare F(x)=f (x)+kg(x), KLR si determirim k astfel ca

fO-f@

F(a)=F(b), deci k=——————. Aplicand teorema lui Rolle fumiei F cu k astfel
9@ -9

determinat, exigtcL (a, b)astfel incaF’(c)=0. Dar F’(x)=F'(x)+kg'(x) , xL (a, b) deci
f’(c)+kg’'(c)=0, -k:;EC;, de unde se oime relaia ce trebuia demonsteat
C
Observaie. Am fi putut mai intadi sa demonsin teorema lui Cauchy apoi,
pentrug(x)=x, am fi demonstrat teorema lui Lagrange

In cele ce urmed&z vom indica o proprietate importéana fungiilor care admit
primitive, deci care sunt derivate ale altor ftiinc

Teorema lui Darboux

Daa f: I-R este o funge derivabif pe un interval |, atunci derivata sa f’ are
proprietatea lui Darboux (adicu poate trece de la o valoare la altaé fa trece prin
toate valorile intermediare).

Demonstrae. Fie a<b dowa puncte dinl astfel incatf’(a)=f'(b). Pentru a fixa
ideile, g presupunemix f’'(a)<f’'(b). FieAL (f'(a), f'(b)). Trebuie ditat ci exist un
punctcl_ (a, b) astfel inat f'(c)=A. Pentru aceasta vom considera fimauxilias
F(X)=f (x)-Ax; evident,F'(a)=f"(a)- A<0 si F'(b)=f’(b)- A>0.

Fungia F este derivabil, deci conting in intervalul[a, b] si, ca atare, marginea

inferioai m:éﬂgg F(x) este ating, intr-un punctcL [a, b]. Vom asita ci de fapt m nu

poate fi atins nici Tra, nici in b. Asadar,cL (a, b)si din teorema lui Fermat se tite
F’'(c)=0. Dar aceasta atata f'(c)-A=0, adic f’(c)=A4, tocmai ce trebuia verificat.

Pentru a d@ita &G punctulc apatine intervalului(a, b) vom proceda astfel: alegem
&0 astfel incatH’(a)|> €si F'(b)> & Din definkia derivatei luiF in puncteleasi b, exist
&0 depinzand de astfel incat din faptulagx- a|>J (respectiv|x- b|>J) s rezulte &



DeoareceF’(a)+ ¢<0, raportul va fi strict negativ, pentru orice> a, x-a<o. Deci
F(x)-(a)<0, adia F(x)<F(a). In mod analog, din inegalitateg(b)-£>0, rezula ca
F(x)<F(b) pentrux< b, x- b<od. Aceste inegalitti arat ci marginea inferio&ra fungiei
F nu este atirisnici ina, nici inb.

F@-e< O O <P
X—a

{respectiF(b)—K@ <P(b)+£}

COROLAR Fie f:1-R o fungie derivabili pe un interval. Daai derivata f nu se
anuleaz pel, atunci f are semn constant pe

Intr-ade\ar, daé f’ nu ar avea semn constantlpatunci f ar lua valori pozitivei
valori negative pé, deci, conform teoremei lui Darboux, ar lua vaézarero, ceea ce
contravine ipotezeiaxf’ nu se anuleazpel.



