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1. INTRODUCERE

Lucrarea corisin efectuarea unui studiu asupra transtomm
Laplace rapide.

Cele mai importante transfamm integrale sunt transforimle
Laplacesi Fourier. Acestea sunt utilizate curent de in ieeaircuitelor, in
probleme liniare de mecadicin rezolvarea unor ecgiaintegrale, dari n
studiul sistemelor dinamice, studiul vighar si al ecuailor fizicii
matematice.

La o ecuee difereniald, metoda Laplace este o meioclinoscut,
dar aceasta nu mai este universal aplidabilnu rezol@ orice ecuge.
Similar, calculul inversei unei transformate Lagaw se poate face efectiv
cu metoda clasicde descompunere in funsimple.

Lucrarea came un breviar teoretic necesar @realgoritmului de
calcul a valorilor unei funig original Laplace in diverse puncte discrete.

Partea de importan majod in cadrul proiectului const in
prezentarea unui algoritm prin care, fiind &dat fungie olomorf, F(p),

recupeim originalul Laplace (t), dar nu ca funge explici&i, ci prin
valorile fungiei f intr-un sir discret de puncte. Vom #a cum se pot
calcula valorile luif in diverse puncte discrete.

In final se regesc cateva domenii importante de aplicabilitate a
transformatei Laplace.



2. SCURT ISTORIC

Pierre-Simon Laplace a fost un
dintre cei mai stluciti astronomi din istorie
n acest domeniu. Acest francez a prezis (
calcule matematice multe lucruri care
tarziu au putut fi observate cu telescoa
puternice. Laplace s-aascut pe 23 martie
1749, in Baeumont-en-Auge, un grdin
Normandia. Tdil sau a fost §rac,si Pierre-
Simon a primit edugee puin mai tarziu.
Vecinii mai boga s-au interesat oarecum d
el si l-au trimis la universitate in Cae
Acolo s-a descurcat foarte bine
matematid¢. La varsta de 18 ani a me
la Paris cu o scrisoare in care expl
principiile mecanicii pentru a o da lui JeBAlembert, un matematician
de searh la acea vreme. D'Alembert a fost impresiogiat-a ajutat pe
tamrul Pierre § oktina un post de profesor de matematie Scoala Militag.

LaPlace a gfigat multe premii pentru studiile safe a fost ficut
marchiz, dar aimas modest spunand:"Ceeatom este ptin . Ceea catim
nu este imens". A murit la Paris pe 5 martie, 1827



3. BREVIAR TEORETIC

Definitia Transformatei Laplace

O funge f:” -~ se numgte funaie — original Laplace dacea
satisface urmitoarele trei condii:
« f(t)=0 pentru oricet<0;
* f este continipe pofiuni,
- Exista constantele reale >0,s,20 astfel Tncat|f (t) = Me¥, pentru
oricet=0.

Prima cong¢e este justificat de faptul @ multe fungii, semnale etc.
care descriu procese, fenomene fizice sunt nulé g@dan moment,, de la
care incepe procesul sau fenomenul fizic respesstiygoate lug, =0.

A doua conge reprezini o condiie de regularitatgi revine la faptul
ca in orice interval rarginit [0,A], A>0 funaia f are cel mult un nuan

finit de discontinuiiti, unde Tn plus exigtderivate laterale.
A treia condie asigu# convergeta anumitor integrale improprii care
vor interveni in dezvdifrile ulterioare. Ea se exprimspunand & f este

majorati de o0 expongrald sau @ f are crgtere cel mult exponeiala.

Marea majoritate a fugidor elementare, utilizate in calculul opgomal
satisfac aceastondiie. Nunarul real s, >0 se numste indice de crgere al

funciiei f.
Transformate Laplace des utilizate

f(t) F(s)=L[f(t)]

89

(t) 1

u(t) 1/s

t 1/¢?
tn

e 1/(s-a)

sin(at) a/(s2 +a2)




cos(at) s/(s2 +a2)

sh(at) al(s’-a’)

ch(at) s/(s’ -a?)

Definitia Transformatei Fourier

Sestie & o funagie f:* -t cu valori complexe,f =u+iv este
integrabik dad u si v sunt fundi integrabile” - ~

Orice fungie f:” ~t continu pe potiuni astfel ncat | |f (t)|dt <eo

se numgte funaie — original pentru transformata Fourier. Se nzteeu
L, (* ) mukimea tuturor fungilor original.

Pentru oricef OL, (7 ), se numgte transformata Fourier a fufe f
(sau fung@e imagine).

g(w)= f f(t)e™“dt, (0)wD" , Se mai notedizg = f

—00

Formula lui Mellin-Fourier de inversare a transférin
Laplace

Fief 0Q, cu indicele de cktere s, si cu proprietateazcare derivate
laterale finite in orice punatD™ . Daa f(t)0 - F(p), atunci pentru orice

o>s avem ft=0)+7(t+0)_ 1 F(o+iw) e “ dw.
2 21T

—00

Relaia intre Transformata LaplaseTransformata Fourier

A O relge similai cu cea anterioay poate fi gsita si in acest caz.
Intrade\r, transformata Laplace este:

F(s)= [ 1 (t)e=at

—00

si deci pentrus= jw se oljine transformata Fourier. Avem binecunoscuta

proprietate & transformata Fourier este transformata Laplackiatigpe
axa imaginat.



4. TRANSFORMATA LAPLACE RAPIDA

Vom da un algoritm pentru a recuperamctiie original Laplace din
cunogterea imaginii saleF (p), folosind algoritmi FFT (Fast Fourier

Transform).
Fief:” -t o funaie contind original Laplace, avand indicele de

crestere exponefiala s,=0(deci f(t)=0 pentrut<0 si exist M >0 astfel
incat|f (t) < Me®, pentru orice = 0).

Imaginea Laplace a lui este funga complex F(p)=L{f (t)}, definita prin
F(p):Iowe’ptf(t)dt care este olomarfin semiplanul drepRep>s, si In
plus, Ipi[roloF(p):O. Fixam a>s. Punand p=a+iw, rezult

F(p) :j:e‘atf (t)e™dt si conform formulei de inversare Fourier, reault
_af _ 1 ® . i
e f (t)—ZTJ'_mF(aHa))e“‘da). (1)

Presupunand cunoscdtingia F, vom aéta cum se pot calcula
valorile lui f in diverse puncte discrete.

FiXdm r>0 si notam T =2 Ppentru orice intregn>0, nom
T

x, =€ f (mr) si rezula conform (1),x, :%TIZ F(a+iw)e“"dw deci,

2(n+)r 2(n+)m

Koo fod T (a+16)@d0 SAUX, ==Y [, (a+iu)edu. Facand

2z oz

T T

_ e . 27m
schimbarea de variabitlin u 1n w, u==—"——+w=nT +w, V-a rezulta
T

X, :%szp (a+i(nT +) e dw.

Aadar, notand

G(w)=Y F(a+i(nT +w)) (2)
ndz
rezulé conform teoremei seriilor Fourier:
— 1 T | comr
X, = 2ﬂgG(a))e dw (3)

DeoareceG este o funge periodié de perioad T, din formula (3)
rezulé G(w)=> rxe™" .

mizZ



27
Figm N2 2 intreg si punem v=e N .Pentru frecvegele

w:%, kOz , rezult
TN
_2m _
VkN —e N7 :e—lmwr

27k
G = km
()T

Deoarece x,=0 pentru m<0 si limx,=0 (a>s) rezula

m- co

N-1
EG(%j; D XV pentru Osk<N-1 ,
T TN =

adicﬁle(%kj; fxmv'““:TFD((xm)), unde TFD repreziat Transformata
r m=0

Fourier Discret.
AplicandiITFD =TFD™ , rezult:
1 T O<ksN-1
== ITFD{G| —k t 4
o r { (N j} pent {Osnsn—l 4)
Rezult urmitorul algoritm pentru a inversa Transformarea Le@lau
ajutorul Transformatei Fourier discrete:
Pasul 1: Este ddungia F . Fixam N? 2, a>s, Sir>0.
: : N-1T
Pasul 2: Fig :27”. Se calculea‘azvalorlleG(o),G(%) ..... G (%]
, utilizand formula (2).
Pasul 3: Folosind IFFT se calcukeaz,, pentru 0sm<N-1, cu
ecuaia (4).
Pasul 4: Se calcul@ag(mr) = x ™ pentruosms<N-1.



5. APLICATIlI ALE TRANSFORMATEI
LAPLACE

_let 120
Fief(t)_{ 0 t<0

1 .
In acest cag =—— slavems, =0
(P)="77 % %

Alegema=0;
N =64
Lum 1 (=T=207
T,
— 1 1
Asadar ,G(w) —;F (i (20n7+ ) DHZ:(;]_H (20n77+ w)

Se considasirul finit de lungime 64:

o{ o) =el {5 el {55t - o(55) - =( 5]

O<ksN-1
Aplicand (4), se deternaigirul de 64 de valori{x },0sm<63, de

unde rezult f (mr)=x "™ =x, ,a=0

Acest exemplu este banal , dar algofitseupoate aplicai in cazul
unde metodele clasice nu sunt posibile.

Transformata Laplace este utilizain diverse domenii precum in
Electrotehnia la rezolvarea problemelor de circuit, in preluesadigitaf a
semnalelor, la rezolvarea edilar diferentiale, la rezolvarea sistemelor
liniare si altele.

Circuitul RC Ecuatia care descrie circuitul
R
e dv
— e{t)=RC —+v(t
c0.8(t) s J—r v(t) ( ) dt ( )
v(0)=0

Transformata Laplace E(s)=RCsV(s)+ V(s)= V(s)[1+ RCs]

E(s)
1+ RCs

V(s) =




Functia impuls

e(t) = e,0(t) E(s) =¢,

_ S

V() =
(8) 1+ RCs

Raspunsul impulsului

1 €
V(s) = 0
(s) 1 _RC \
(8+57) e —t
RC =0 v(t)=e—°eCR
I RC RC
_t
c CR 1:
§ —> RC
(5)= 0 s >0
(RCs+1)
Functia pasulu
€ V(s) = o
e(t) = e,u(t) E@E)=-> )= {1 RCs)
V()= - t
= r t =5 1 — il
r 6+ 20 . v(t)=e¢,[1-e7]
I \ 0,63
-t -t .

v(t)=¢, — e:t,e:a =gy[1- ea]

RC
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