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Definitie. Numarul intreg d este cel mai mare divizor comun (c.rd.m) al numerelor intregi s

b (notim d=(a, b)), datsatisface conglile:

d|asid]|Db;

pentru orice intred, pentru card|asi o|b, rezult d|d.

Lema. Fie m, n, p trei numere naturale astfel incat np=rda& numirul natural nenul g divide
oricare dod dintre numerele m,n,p atunci q divigigpe al treilea nuir.

Demonstraie. Fie g|nsi q|p. Atunci Cou vON: n=qusi p=qv. Rezuli m=q(u+v), deci q|m. Fie
acum ¢|msi g|n. Atunci Lt sUN: m=gtsi n=gs. Din qt=gs+p rezdltgs< qt si cum g>0
obtinem s< t, de unde rezultca CwUN asa incat t = s+w. Din gt = qs+p rezuljs+qw=qgs+p,
deci gw=p, unde q|p.

Analog se aratca din g|msi g|p rezuld g|n.

Lema. Daci x, y,q,rU N satisfac egalitatea x=yqg+r atunci exisel mai mare divizor comun al lui
X si y daci si numai dag exist cela mai mare divizor comun al lukir. Tn plus, avem (x, y) = (y,
r.

Demonstratie. Presupunemacexist cel mai mare divizor comun al luigky, pe care-l nam cu
d. Din d|xsi d|y rezult, conform lemei anterioarea d|r, deci avem d|yi d|r.

Fie acum d’U N, aa incat d’|ysi d’|r. Conform aceleg leme, rezubi ca d’|x si deci d’|xsi d'|y,
adia d’|d. Asadar, d este cel mai mare divizor comun al lgiirysi avem (y,r)=d
= (X, y).

Reciproc, presupunand exist cel mai mare divizor comun al numerelosgiy, pe care il nam
cu d, va rezulta djy d|r, unde d|qy+r=x, deci avem gpd|y.

Fie acum dJN, asa incat d’|xsi d’ly. Oktinem d’|r, deci d’|ysi d’|r, de undew d’|d. Astfel, d este
cel mai mare divizor comun al luisky si avem (x, y)=d=(y, r).

Teoremi. Fie a, bL/N . Atunci exisi si este unic cel mai mare divizor comun al numeralgirb.
Demonstratie. Dac a=b=0, atunci cel mai mare divizor comun ester@s#punem, in continuare,
bz 0. Procedeul de determinare pe care-l vom foloargpnumele de Algoritmul lui Euclid.

C.m.m.m.c

Definitie. Numarul intreg m este cel mai mic multiplu comun (c.nmme.) al numerelor intregi a
sib (noim m=[a, b]) dag satisface condlile:

a|msib|m;

pentru orice intreg@, pentru care a si b |4, rezulea m |p.

Teoremi. Pentru orice a, b/ N exist su este unic cel mai mic multiplu comun al lor.



Demonstratie.Dac a=0 sau b=0,atunci singurul multiplu a luiid este O.

Presupunem in continuaré &0 si bz0, prin urmare 0 nu divide ab, deci 0 nu satistzmadiiile
de a fi cel mai mic multiplu comun pentrgid.

Consideim mukimea: My,,={m’ LUN* | ajm’si bjm}.

Din faptul ¢ abUMgp:m < m’, oricare ar fi mUMg,p.

Vom aita c m=[a,b].

Din mUMa,, rezulé ajmsi bjm.

Aplicam teorema imiatirii cu rest pentru m’si m. Rezult ca exisé ¢, r @a incat m'=mq-+r,
0<r<m. S presupunem acuni¢£0. Din ajm. A|m’si m’=mqg-+r rezult ca a|r. Analog din b | mi
b | m’ rezult ca bjr. Asadar, HMa,, si cum mem’, oricare ar fi m Mg, Oktinem ¢
M<r, ceea ce este fals.

Prin urmare, r=0, de unde m|gi’cu aceasta am verificat faptl m=[a, b].

Mai ramane de ditat unicitatea lui m.

Presupunemacexisti m LN, astfel incat #@fie satisficute condiile:

alm, bjm

oricare mUN : a|m, bjmp=> my|mp.

Rezult atunci @ my |msi m|my, deci m=m.

Algoritmul lui Euclid

Definitie. Algoritmul lui Euclid al numerelor & b cu a>b, este tabloul de rgia

a=bq+n unde 0<skb;
b:r1q1+ P unde 0skryq;
r=r,gz+ r3 unde 0sKry;

o= adn+ M unde 0<<r,.;

Mn-1= MOn+1 undens,=0

sau relg@a a=bq, dazb | a.

Algoritmul lui Euclid exist si este finit.

Ultimul rest nenul din algoritmzc.m.m.d.c. al numerelorsab adia
rh=(a, b). Dag b | a, atunci (a, b) =b.

Proprietiti ale c.m.m.d.csi c.m.m.m.c.:

(a,a) =a, [a,a] =a (idempote);

(@, b)=(b, a) [a, b] =[b, a] (comutativitate);
(a, (b, c)) =((a, b), c), [a,[b,c]]=][[a, (asociativitate);
(a, [a, b]) = a, [a, (a,b)]=a (absote),

adica mukimea numerelor intregi formeazo latice in raport cu c.m.m.d.gi c.m.m.m.c.
considerate ca opeiiebinare.

Pentru orice pereche a, b de numere Tntrbgp] [ﬂa, b) = ab. (1)

Definitie. Numerele intregi a, b, se numesc prime intrealeslativ prime dac(a, b) = 1.
Teoremi fundamentali. Dad a | besi (a, b =1, atuncia | c.

Dacaa|c, b|ei(a b)=1, atunci ab | c.



Proprietatea de distributivitate:
(a, [b, c]) = [(a, b), (a, c)i [a, (b, c)] = ([a, b)], [a, c]).

Pentru orice intreg k (kaka, ..., ka) =k (a, &, ..., &) si
[kay, k&, ..., ka] = Kk [ag, &, ..., &]. (2)

C.m.m.d.c. al numerelor,a&, ..., & este o combing liniarai a acestor numere cu coefigien
intregi, adid exisk numerele intregiyl W, ..., yastfelca: @&, ..., §) = auitaplt...+aUn .

Definitie. Numerele intregia &, ..., @ Se numesc prime intre ele dac (a, &, ..., §)=1.
Teoremi. Condtia necesdrsi suficient ca numereleaa, ...,a, sa fie prime intre ele este ca s
existe numerele intregi Wy, ..., 4 astfel ca an+au+...+au, = 1.

Datoritd asociativititii, c.m.m.d.csi c.m.m.m.c. se pot calcula prin recugen

Pentru n numere intregj,a, ..., & proprietatea (1) devine

[a1, &, ..., &] - (A, Az, ...y A) = @, ...a,

[As Az, ., Al (&, &, ..y @) = A, -8,

unde aa ...,a = aA1=A=...=aAn,

In baza proprietii (2), c.m.m.d.c. se alme luand produsul factorilor comuni din descompeae
canonid@, cu exponetii cei mai mici, iar c.m.m.m.c. se fibe luand produsul tuturor factorilor cu
exponefii cei mai mari.

Ecuaia X*+y’=2* are, in numerele intregi, o spix=mab,

2 2
a“-b a? +Db?
Yy=MmM— z=m
2 2
Cu m intreg arbitrar, gl b primi intre ei, impari, sau, altfel scrise, x = mfgp), y

= 2mpq, z = m(p+q?), cu psi g primi intre ei, de paritate difeiit

Teorema lui Bézout

Definitie: dac d=(a,b) Lk, € Z: d=k-a+l-b.
Demonstratie: Definim rp=a, r=b, =1, r,.;este restul imptirii lui r .1 la r, (r#0).
Demonstim prin indugie dug n.

OneN Loy BneN:m=anatsb
Folosim varianta de indtie

P(0)si P(1)

P(n)si P(n-1) ==> P(n+1)

Un P(n)

1)Aratam ca P(0)si P(1) sunt adetrate
rc=a=1-a+0-b op=1,50=0)

ri=b=0-a+1-b 0(1=0,B1=0)
2)Presupunemyfq= on.1-atPn.1- b

= on-atPn-b

Aratam i L onBne: fea= aner aPnib



Din Teorema Tmmirii curest (T.LLR.) ==> 1= Gyt

== In+1=Mh-1-On n

In+1=0n-1° @Bn-1- D-(otn- a4Pn- b)- G=(0in-1-Gn-0tn) - @+(Bn-1- P Gh)- b

Mn+1=0n+1- 8Pn+1- B UNABIN+1=00n-1-On- 0y

Bn+1=Pn-1-3n"Pn

Din 1)si 2) ==> P(n) adevarat/ne N

Observaie: din aceast demonstrae a teoremei lui Bezout ghem si un algoritm de aflare a
numerelor ksi | din scrierea d=k-a+l-b

Vom considera tabelul uritor unde ab:

-q k I a=
1 0 =
0 1
- 1 -q r
-G G q-Gqtl -Qu-r+b=n

Algoritmul este:

impartim pe a la i obtinem restul r, g-catul ingptitii luiala b

_q.b+a:r

impartim pe b la r si ofinem restul 1,qp-catul imgirtirii lui b la r

continlam para obyinem r=0

ultimul rest nenul este d, iar numerele din taleepd coloanele ki | corespunitoare acestui rest
nenul sunt celeautate

Exemplu:
Sa se calculeze (250,48)sa se scrie sub forma d=250-k+48:1, k,E
Rezolvare
k I 250
-q 0 48
0 1
-5 1 -5 10
-4 -4 21 8
-1 5 -26 2
-4 -24 125 0

Ultimul rest nenul este 2 ==> (250,48)=2
==> 2=250-5-26-48

Consecirte ale teoremei lui Bezout

&)

Daci d=(a,b) ==>\d d/=1

Dac impirtim dous numere cu c.m.m.d.c. al lor setiobnumere prime intre ele .(deci dou
numere ai b sunt prime intre ele dac.m.m.d.c. al lor este

1) Daci m|a-bsi (m,a)=1 ==>n] b (Lema Iui Gauss)

(Lema lui Gauss2) dag-primsi p [a-b ==> g a sau g b.

Dac (m,a)=1, (m,b)=1 ==> (m,a-b)=1



Daci (a,b)'d, iar ke N ==> (k-a,k-b)=k-d

Demonstrde:
ka 1o
d=(a,b) ==>lk, e Z: d=k-a+l-b|:d==>1= d d
a b
Fie s un divizor comun al numerelér si d
a b ka Ib ka Ib

::>S|d$i5|d::>5| d $iS|d::>S| d d
==> g este un divizor natural al numerelor
2) (m,a)=1 ==>Lk,l ¢ Z: 1=k-m+l-a| b
==>k-m-b+l-a-b=b ==>¥m Q.E.D.
Mm Mm
Pentru a demonst@ o reformuiim sub forma:
Fie p=primsi p | a-b. Daa p nu divide a atunci pb
Din 2) ==> p| a-b, p nu divide a ==> (p,a)=1 (p=prim) ==$lp
4) (m,a)=1 ==> Kk,k Z: 1=kem+lea
(m,b)=1 ==> X,y Z: 1=xem+ysb ==> 1-km=l-a
1-xm=yeb
==>(1-kem)(1-xem)=leyeacb
1-(k+x)m+kexem2 =lsysasb
1=(k+x-kexm)m-+leyeash
Notam k+x-kxm=ke1l
ley=I1
==> klm+llasb=1
==> (m,aob):l

5) (a,b)=1 ==> x,ye Z: d=xea+yeb |k
==> X.koa+yokob:kod
==> (kea,keb)=ked

Aplicatii

1. S se determine numerele naturale a, b, ¢ pentru @lec)=6, [a,b,c]=1440, atb+c=234.
Rezolvare:

(a,b,c)=6 ==> a=6

b=683

c=6y

==> a+B+'y:39

[a,b,c]=[6",68,6y]=1440= 2'3°5

==> [o,py]=2'305

Presupunem=2"k=16k
a < 39 ==> 16k<39



_ 2max(x], y1,71) 3max(x2,y2,22) 5max(x3,y3, z3)

[a.By]= 2°3°5
==> k=1 ==>0=16

p+y=23

3-5| a-By

==> (=20 =15 =18

y=3 y=8 Y=5

ultima soluie nu convine din defiia cmmmc.
S={(16,20,3),(16,15,8)}i permutrile lor.

==> k-impar

2. Daa asi n sunt numere naturaley se calculeze

2 _ 2
(aZn +3n-1 _ 1, an +3n+2 + 1)
Rezolvare:
Fie
d_(a2n2+3n—1 -1 an2+3n+2 + l)

—=s a(n+1)(2n+2) (n+2)

= A=dg ==
a(Mm(n+2) +1=cp

—— a(n+1)(2n+2)(n+2)

(n+1)(2n+2)
>a =do+1 1

(n+1)(n+2) 2n+1
a =dp-1 1"

(n+2)

= (du+)

a(n+1)(2n+2)(n+2) _ (2n+1)

= (do-1)

(n+2) (2n+1)

==> (du+1)
pd+1=pd-1
==> ud:Z ==> d 2 ==> de {1’2}
==>DaG aeste par d=1
Dac a este impar d=2

=(da-1)

3. Pentru msi n numere naturaleise aratex (2" -1, 2" -1)=2""- 1
Rezolvare:

Fie (m,n)=d

m=od

n=pd

Demonstim ax: (2™ -1, 2% -1)=2"- 1

299 1= 1220 1) @)+ @)+

2% 4= (Zd)ﬁ-lz(zd -1 )((Zd)'g_l + (Zd)ﬁ_2 +.....+])

Am demonstratz:(2°- 1) | (27 -1, 2~ -1)

Aratim c oricare alt divizor al 2™ -1, 2~ -1) este un divizor al uiq" - 1)



Din teorema lui Bezout rezdlta exist: k,l eZ a.i: d=k-m+l-n
Not (2" -1, 2"-1)=D
==> 2"=D.x+1 ::>(2m)k =(D-x+1)‘=uD+1
2"=p.y+1 —=>(2") =(D-y+1) =puD+1

my k ny |
——> (7). (2") _omen 29— pa)(uD+1)=pD+1
::>D| 2d -1
==>(2" -1, 2"-1)=2"". 1 QEE.D.

4 Fie A=n’® . n . S se afle cmmdc al numerelor AA,, As, ..., Aogos
Rezolvare:

Fie (A]_, Ao, Agz, ..., A900§=d
An=n(n*1)(n*+1)=n(rf+1) (n*+1) (r*-1)=n(rf+1) (n*+1)(n+1)(n-1)
A1=0;

A,=2-17-5-3-1=30-17

A3=3-7-40-10-4-2

A4=4-257-17-5-3

Se obser¥ ca Aznu se divide cu 17

Aratam ca A, se divide cu 5:

Folosim teorema lui Fermat: dap=prim, aec Z, p nu divide a, atunci
pla-1

==> 5| n*1 dc ne Z si 5 nu divide pe n

==> 5| n(n"-1) pentru orice » Z

==>5 An

Aratam ci 6 divide pe A :

6| (n-1)n(n+1) pentru orice aZ

==> 6| An

==> 30| A,

==> (Aq, Az, As, ..., Ao09=30

5 Fie Ah=2"13""%4 5°* &4 se afle cmmdc al numerelog A1, As.... Asos
Rezolvare:

Fie: (Ao,Al,Az,..., A2005)=d

Ag=1+9+25=35=5-7

A=8+3F+5°=8+739.739+5=.....9+....5=.....4

==> A; nu se divide cu 5

Aratam ci A, se divide cu 7:

An = 22"+9.3"+25.8"= 8'+9. 27"+25. 125" = (7+1)'+9(u7-1f"+25(u7-1§"
An= U7+1+P749+U 7425 = u7+35 =7

::>7| An

==> (AQ,Al,Az,..., A2005)=5



6. Se considersirul de numere naturale nenul@”e”ZL

A =& 4 (an , an-1) pentru orice R2. S se determine termenul general.

Rezolvare:

Fie (a,a)=d

alzad

a=pd

=&+ (ay,a)=a+d=fd+d=B+1)d
ay=agt(ap,85)=(P+1)d+(d,(3+1)d)=(B+1)d+d=(+2)d
a5=a4+(3s,8)=(B+2)d+((+1)d,+2)d)=B+2)d+d=p+3)d
Folosim urnitoarea induge:

P(0),P(1)

(UK) P(k),P(k+1)==>P(k+2)

(Un) P(n)

in cazul nostru P(0) este reprezentat de prejoai  iar P(2) este reprezentat de Gare sunt
adevarate

Presupunema(p+k-2)d

a+1=(B+k-1)d

Aratam ca @., este adevarat

=1t (aas1)=(B+k-1)- d+(p+k-1)-d,p+k-2)- d)

a2 = (Btk-1)-d+d=p+k)-d

==>(0n) a=d(B+n-2)=dp+(n-2)-d=a+(n-2)(a,a) Q.E.D.

7.Se considerairul de numere naturalg d = (a,n). 8 se arate & dintre elementele muinii

A={ak| a= k =n} exact d se divid cu n.

Rezolvare:

Din (a,n)=d rezuk ca asi n sunt de forma:

a=ad

n=md

Fie ak un element al nrhii A care se divide cu n
alk _aldlk _alk

==> N m [al m

cum n|a-k ==>m| a-k

dar (mg)=1 ==> m| k ==> k=m-t

dar k<n==> I<k<m-d ==>te {1,2,..,d}

7. a, b —consecutive => b=a+1 => (a,b)=(a, a+1)=1

(a,b)[a,b] =ab =>[a,b] =ab

a&+b” = n[a,b]+ (a,b)

a+(a+1f=nab+1

a&+(a+1f=na(a+1)+1

a&+a+2a+1=né&+rna+1

2&+2a+1-né-na-1=0

2&-nad+2a-na=0

&(2-n)+a(2-n)=0

(2-n)(e+a)=0

a(a+1)(2-n)=0 => 2-n=0 => n=2




reciproc dag n=2 notim (a,b)=d => a=d
b=d3

(a,p)=1

(a,b)[a,b]=ab

dla,b] = dxdp => [a,b] =3

d?B?+d’B? = 2cop+d

d= 203 +1 51
d*+pA=d(2up+1) => depy) = 2ap+l=> @ B = @-pPs1
2
_ 2c27,[>’+1: 2a :1:1+ 12 OM
Dacia=p=> @ *F 20 2a =>o-B=+1sid=1=>do-dB) =+1=>

a-b =+ 1 => a,b consecutive.



