MATRICI P ATRATE DE ORDIN 2
I RIDICAREA LA PUTERE A UNEI MATRICI P ATRATE DE ORDIN 2

* Tn ceea ce urmeaxom folosi urnitoarele notgi :

b 10
A:(i dJ ,S=a+d , D=ad-bc | :(O J ; a,b,c,d]C (am notat clC mulimea

numerelor complexe).
Presupunem cunosdéutlentitatea:
A?=SA-DI (R1.1)

Oricum, se poate verifica foartgar. in acest capitol vom da o generalizare a eléR 1.1)
pentru puteri naturale ale lui A .

* Tnmultind relaia (R 1.1) cu A obtinem A™'=SA-DA".
De aici rezuli ci putem & consideim identitatea

") (S -D "
(A,\A” j:(l 0 J[:”’lj (R12) dacdefinim produsul mixt

X y\M XM +yN _ - .
= unde x,y,z,WwIC iar M,N sunt matrici ftrate de ordin2.
z wi N zM + wN

Ceea ce e important pentru noi esi@dusul acesta are proprietatea asociatiivit
mixte urmitoare :

U LG 2 2o

sunt matrici gtrate de ordin 2 cu elemente numere complexe.Aaeaspoate verifica direct
prin calcul.

S -D) ., . o . .
* Daci notaim H :(1 0 j din relgia (R 1.2) , prin iterare repetatsi folosind

asociativitatea mixt, rezult :
An+l An An—l An—l An—l AH—Z A
=H © L |=HIHC =AY =R I=HH =K =H"
An Anl An2 An2 An2 An3 |
n+l A
Deci avem relatia (A”j:Hn(lj 1 ; (RL3)

care de altfel se poate verifica prin ingec

Ceea ce este remarcabil aici esi¢dcare un element egal cu zero ; aceastairposibilitatea
sa calculim H" si in cele din urm A™?,



* Calculul lui H'si al lui A™™:

X
Notam H" :( " y"J catunci dinreldga H"=HH" rezult :
Zn Wn
X S -DYx
1 Y | " Yo | De aici rezult -
Zn+l Wn+1 1 0 Zn Wn
Xn+1=S¥-Dz,, Xn+1=S¥ - DXn-1
Yn+1=Syn-Dwy, = Yn+1=S¥h- DYn1 (R 1.4)
Zn+1=Xn Zn+1=Xn
Wh+1=Yn Wh+1=Yn

Fie psi g radacinile ecugiei a® -Sa +D =0 ; presupunemicp#q .
Atunci sirurile xp=ayp"+b1q" si  yn=ap"+bg"  sunt soltii pentru relaiile (R 1.4) ,
ceea ce se poate verifica direct prin calcul.

X 10
Numerelegb, si a,b, rezulti din condiiile initiale H® :( o Yo j =[ J si
z, W, 01

X S -D
H* :(zl v)\//lj:(l 0 J . H=I deoarece presupunem det H£€D
1 1

Rezulti: x=1,%=0 si x=S, y=-D . Aceasta permiteascriem reldile :

aytbi=xo=1 28tl0,=y0=0
ap+big=x=S A+bg=y,;= -D
De aici rezuli printr-un calcul simplu&
a =P , by =9 , a, =P , b, ="P9" De aici deducem :
q-p q-p q-p -p
_ R+l n+l
x =P *q
q-p
n+l _ n+l n_ ~n
V. _ap PO _P 704
q-p q-p
z, = -P +q
q-p
n __ n n-1 _ ~n-1
w, = ap" ~pgq _Pp 9 p
q-p q-p

Folosind reim (R 1.3) putem calcula®' ; din ea rezuit
AT (X Ve (A
A" z, w, I
qn+l _ pn+l qn _ pn
R =x,Aty,l= A- DI ml (RL5)
a-p q-p
unde p,q sueiticinile distincte ale ecyi@i > -Sa+D =0 .




n+l _ . n+l n_ KN
Il GENERALIZAREA RELA TIEI: A™=9_"P A _9 7P p,
q-p q-p

In determinarea relatiei (R 1.5) am folosit faptalp£q si ca D#0. In continuare vom
gisi o formuk pentru A care este mai genekglentru & nu depinde de aceste cogiidi

Notam X,= ; p+g=Ssi pg=D deoarece p,q verifiecuaia a®> -Sa+D =0 .

_q" -p
—p )
Sirul X, verifica relgia de recurefd Xp+1=SX, — DX.1 : Intr-ade¥ir SX, — DX,.1=
)qn _ pn ~ pqqn—l _ pn—l _ qn+1 _ pn+l
aq-p q-p aq-p

=Xn+1.De aceeadm o nou definitie pentru X%

=(p+q

Definitia 1: X,+1=def=SX, — DX,.1 cu valorile infjiale X;=1si X,=Ssi n>2 ; (RI.1)
Observaial : termenii X, X2, X3, ..., X%, ...sunt defini independent de rejde p#qg si D#0
Observaia2 :putem defini cu acegaelaie de recurega termenii X%, X .1, X2, ... daé
impunem condia suplimentat D£0 . Intr-adeyir :

n=1 implic X1+1=SX; — DXp adici S= S1 — DX, de unde rezuitX,=0 deoarece £0 .

n=0 implicd Xo+1=SXo — DXp.1adici 1=S0 - DX .; de unde rezultX = —% deoarece EO.

n=-limplicd X .1+1=SX .1 — DX 11 adiad X_, = —% deoarece BO.
- X
In generalX _, = —D—: ,pentru n=>1 dacaD #0 .

b 10
Definitia 2 :Fie A :(a d) , S=a+d , D=ad-bc | :(0 lj ; a,b,c,dIC ; definim
c
sirul de matrici : Ani=def=XpaA- X,DI n>1; (RI.2)
Dad D#£0 atunci Asi=def=X,+A- X,D 1 nlZ (R’Il.2) este urir de matrici

definit pentru orice intreg n (vezi obs.2 din defl)
Aickirul X, este cel dinDefinitia 1.

Vom demonstra ca A™'=A,.; in 2 etape : &1 si <0
Teorema 1: A”+1:An+1 pentru oricen>1.
Demonstrga o facem prin indug :
n=1 ; trebuie artat ci A>=A, ;dar A= As.1=def2= X.,;A- X1D I=def1=SA-1D | =(R I.1)=A?
Presupunema‘cAk”:Akﬂ ,unde k1 e fixat; atunci :
A=A A=A A=def2= (X1 A= XD 1) A= Xw1 A= X D1 A=(R I.1)=

S (SA-DI)—%DA=(S Xe:1— D X) A—Xera D | =defl=
=Xz A — Xie1 D 1=def2= Ao
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Rezulti :A’=A, si demonstrga este complét Deci:
A=A = XnA- XD 1, n>l. (RIL3)
Vom extinde teoremagi pentru exponeintregi negativi:

Teorema 2: Daci D#0 atunciA™=A..1 pentru orice intreg n

Demonstrda o facem prin indue descendeatpentru toate valorile intregi<O deoarece
pentrun>1 este dejadcuta. Conform obs.2 din defl,yeste definiti pentru orice nurdr n<0
deoarece B0. Reginem valorile deja determinate:
1 S
X,=S , X, =1, X,=0, X_1=‘5 v X bz
Daci n=0 atunci A= A¢.i=def2=Xp.1A- XD I=1-A- 0-D I=A=A". Deci A=A".
Daci n= -1 atunci A=A 1.:=def2=X_14,1A- X 1D I=0[A —(—%JD 0=1=A°. Deci A=A°
Fie n=-2.

Deoarece det A=g0 existi A™.Atunci din relgia A>=SA-DI prin inmutirea ei cu A"
obtinem A=S | — DA' de unde rezuitci

At=-L1as3

D D
Dar A .1=A .i=def2= X54A- X 2D I=X 1A- X oD 1=
1 S 1

= __A_(__szl =-=—A +§I : rezult:
D D D D

A=A =-1A+31 RIL4)
D D

Presupunem %'=A,; unde k-2 este fixat.

Atunci A*=ATAM=ATA =R II.4),def2:(—%A + %I JX,.,A-X,DIl)=
1 ) S _ 1
=5 XA XA+ =X A =SX,| = defL(R1D) = —B(Sxk -DX,,)(SA-DI)+
S

+X A +B(sxk -DX,,)A -SX,| =calcul=X,A-X, ,DI =def2=A,

Deci din A=Ay, rezulti A*=A, . Indugia descendeateste probaitsi teorema 2
este demonstraDeci :

A™=A,.1=X,1A- XD | oricare ar fin UZ , darcu condjia D£0. (R 11.5)

TREBUIE RETINUTA CONCLUZIA:

Daéa A = (a zj , S=a+d , D=ad-bc, atunci rezuitca :
c

1) A™=X,.1A - X,D | pentru orice n>1 , undesirul X , este definit de relaia
Xn+1=SXn — DXn.1  cu valorile initiale X;=1si X>=S..

2) Daci D#0 relafia A"™=X,.1A- XD | este valabili pentru orice numir intreg n .
Facem precizareazsirul X , este definit acum pentru orice nurér intreg n cu
aceesi relatie Xn,+1=SX, — DX,.1 si valorile initiale X;=1si X,=S.



[l STUDIUL SIRULUI X , SI CATEVA APLICA TII

*Si vedem ce se intamiptu sirul X,.1=SX, — DXq.1 dad ecugia a®* -Sa +D =0
are #dacinile psi q egale :
Teorema 1: Dagi radicinile ecugiei a® —Sa + D =0 sunt egale (q=f0) atunci soltia
recurenei X,+1=SX, — DXy estesirul X,=nd"*, n>1.

Demonstrge: Avem relgile S=2qsi D=g* . Atunci rezuld ci:
S¥- DXna=2¢ N of-(N-1)d ?=(n+1)d'=X .y .
In plus avem indeplinitndiiile initiale X;=1q"'=1si X,=2¢¢*=2g=S .

Consecif : A™=X 1A XD I=(n+1)d'A- ng™'q? I=q"[(n+1)A- nql ] . Relaia este valabil
si pentru <0 deoarece DZg0.

4 -1
Exemplu: A = (9 j , S=2, D=1 ; ecuma’® - 2a +1= 0 are soltile p=q=1 . Rezult ca

-2
3n+4 -n-1

A"= 1 (n+1)A- n-11 ]=
9n+9 -3n-2

J ; deoarece D=A0 putem considera valoarea

-2 1
n= -2 : atunci ofinem:A™ = )

-1 -3
*Acum considefm un exemplu in care S=0 . FA>e:( s 1 J . Avem S=0si D=5.
Din Xn+1=SX, — DXp.1 rezult :

Xn+1=0-X, — 5X;, 1 adid Xpeg= -5X,, .1 ; deoarece =1 si X,=S=0 rezuli
Xa=0 si Xo1=(-5) ; atunci avem uritoarele reldi ce rezult din (R 11.5)

AZMI=X oA Xo5 I=(-BYA  si AZ=XA- Xar 5 I1=(-5)4

ceea ce se poate scrie condensat astfel:

o< (gl i (o)

Relaia este valabil si pentru <1 deoarece £0.
Generalizarea cazului S=0 este imedab lasam pe seama cititorului.

2 3
*Conside#im si un exemplu Tn care D=0 . Fig = [4 GJ . Avem S=8&i D=0.
D|n Xn+_’]_:SXn - DXn.l reZUlﬁ Xn+1:8'Xn - OXn.]_ . ReZU'ﬁ Xn+_']_:8n |a.r An+]:Xn+_']_A' XnD I

implica ~ A™'=8"-A- 8"%0- I=8"A.
Generalizarea cazului D=0 este imedliat lasim pe seama cititorului.

*Daci S=D=0 atunci din identitatea?ASA-DI rezul&i A%>=0. Atunci dag >3 rezulti
A=A2A"%=0-A"?=0



*Din Xp+1=SX, — DX,,.1 rezulti o formuk combinatorial pentru X%.; dac obserdm
si generaliam urmatoarele reléi :
X1:1
X2:S
X5=SXo- DX1=S- D
X4=SXs- DX,=S*- 2SD
X5=SXs- DX5=S" 3$D+D?
X6=SXs- DX,=S’- 4SD+3SD’
X7=SXs- DX5=S- 5S'D+6SD?* D°
Xg=SX7- DXe=S'- 6SD+10SD* 4SD*

Daai citim triunghiul lui Pascal pe diagoale jos in susi de la stanga la dreapta in sensul
indicat de puncte vedem chiar coefigiedezvoltrii lui X 41 :

n=0 N 1

n=1N 11

n=2 N 121

n=3 N 13 31

n=4 N 146 41

n=5 N 1510105 1
n=6 N 1 6 1520156 1
n=7 N 1 7 213535217 1

De aceea putem presupurigtermenul $2D' din dezvoltarea lui X1
are coeficientu(—l)' C! .. Intuitia nu ne Tgeak pentru & se poate demonstra :

Teorema 2:

Sirul Xn+1din capitolul 1l Defingia 1 in cazul RO admite reprezentarea uitoare :
T

Xy =S —Ch, 8D +C2,S"**D* -K +(-1)'C,,S"*D' +K = Y (-1 C,. S D

i=0

Naim relgia de mai sus cu (R 111.1).

Demonstrge:
ol
Se verifia faptul @ sirul X, = (-1)'C, S D' satisface reléa de recuresa
i=0
Xn+1=SX, — DX.1 s ca are aceedatermeni iniali X,1=1si X,=S . Verificarea recureai se
face analizand cazurile cand n estegpa@ind n este impar deoarece trebuie explicltatita

R n
de sumarel%J:partea intreaga numarquE :



*Aplicatia 1.
S se determine o matricépati de ordin 2, A, astfel incéirul de matrici A™** s fie
periodic de perioadn=3 .

. 3 . : N
Rezolvare : FieA =( J . Avem S= -1si D=1. Ecuagia a® +a +1= 0 are soltiile

g= cos%ﬂ +i sin%ﬂ si p= cos%ﬂ =i sinz—:;2 ; atunci folosind formula lui Moivre rezdlta

n+l _ pn+l Sin(n +l)@

X = g a=p = o 3 este ursir periodic de perioadn=3; rezult din (R 11.5) &
sin—

si A"=X00A- XL Iesteslrgaerlodlc de perioad3 ; avem & A*=XsA- X,I=0A- (-1)I=I ;
de aceea #=I; A3"+LA A=

De asemenea reia (R 111.1) din teorema 2 implic
ol |
Xy = Z(— 1)' C . (—l)"'z' 1' ; de aici rezult prin inmutire cu (-1} identitatea remarcabit

i=0

A sin(n+1)
IIICHE G R
=0 sin?

*Aplicatia 2.
Si se determine o matricétpati de ordin 2, A, astfel incairul de matrici A** i fie
periodic de perioadn=10 .

T 1+ JT
COSE COSE l+\/_ 5+\/_
-3+45 1445

Rezolvare: FieA = J avenS= 2cos€ si D=1

T T
-1+cos— cos—

5 5

iar ecugia a® - Zcosg a +1=0 are soltile g= cosg +i sing sip= cosg =i sing :

qn+1 _ pn+1 Sin(n +1)E

a-p sin”
5

Rezult folosind din nou formula lui MoivrexX ., = ; aceasta ne

arat ca sirul X+ este periodic de perioad=10 ; rezulf din (R I.5) G si
A™=X.1A- X+ 1- | estesir periodic de perioadn=10.Se verifi usor i X15=0si Xo= -1 :
atunci Al°= X;0A- Xg'1- 1= 0-A- (-1)-1- | =I . De aceea R<"=Al unde 6j<9 .



Relgia (R I1l.1) din teorema 2 conduce la identitatea:

[V](_l)i o (1+\/§jn_2i . sin(n +l)§

N

X o= == (i R 1.2
n+l ; 2 T ’ —O ( )
Slng

*Aplicatia 3 .
Aici vom demonstra cateva proptigtale sirului lui Fibonaci.
Sirul numerelor lui Fibonaci este definit de recueeR,.1=Fn+Fq.1
si de valorile intiale R=F,=1 ; avem in tabelul de mai jos primii 18 termeni :

Fir| || FR|F|Fs|F|Fs|Fo|Fio|Fii| Fio | Fis | Fia | Fis | Fis | Fi7 | Fis

1] 1] 2] 3] 5 8] 1321|34|55]| 89| 144 233|377|610| 987 | 1597| 2584

11
*Conside#m matriceaA = (1 OJ - vrem & calcuim A" cu relaia A"™=X 0 A- XD .

Avem S=1, D= -1 relga Xn+1=SX, — DXn.1 devine X.1=X, +Xn.1, valorile intiale fiind
X1=1si X,=S=1; de aici rezuitcid Xp+1=Fn+1 .
Atunci relgia (R 11.5) devine :

Fu Fu) (F, O)_(F., F
AMI=F, A Fn(-1)|=( n+1 f”lj +( n J :( n+2 ””j :(am utilizat rel@iaF,=Fn+1+Fp)
I:n+1 0 0 Fn Fn+l Fﬂ

Ultima relgie se mai poate scrie :

An_ I:r1+1 Fn .
\F, F,)]

n

*Deoarece det (A=(det A)' obtinem relaia :
I:n+1|:n—l - Fr12 = (_1)"

*Din A™M=A"A" obtinem :

Fn+m+1 Fn+m F 1 F F 1 F 1c1 i i
—| '+ n m+ ™ | ; de aici se pot deduce patru identia ciror

n+m n+m-1 n-1 m m-1

scriere odsam pe seama cititorului.

n

*Relgia (R 111.1) devine :
Wl _
F..=) (-1)C, 1" (-1) ; de aici deducem identitatea remarcabil

i=0

Wl
Frr =2, Coi =Co+Ciy +Co, +K RO (R 111.3)
i=0
*Radacinile ecugiei a® -a—-1=0 suntq :¥ , p :¥ de unde rezuitca

recurena F1=F+F,.1 cu condiile initiale R=F,=1 este verificat desirul
e -p _ 1(1+4B)_1(1-V5
2 NG

n
j : de aici rezult ca




’

E

n

1(1+45)
J5| 2

1 (\/3—1 1 (1+\/§Jn
5

—|——| -0 ,adica F, 0—
5 zJ Bl 2

n

(] [1+\/§J”-2i ) sin(n +1)g

De aceea in refia (R 111.2) > (-1)'Cl 5 este interesant vedem
i=0

. TT
sin—
5

n-2i
: N : +
ce ohinem dad facem Tinlocuirea (%J - F .

[l
Prin Tnlocuire obinemsirul Y, =def=>(-1)'C_F_,.

Am calculat cu ajutorul unui calculator de buzupamele 18 valori ale acestsir :

Y1 | Yo | Ys|Ya|Ys|Ye|Y7|Ys| Yo|Yio| Y11 | Y12 | Y13| Y1a| Y15| Yie| Y17 | Yis

o(j1,1;,0, 0,0 -y -y 0 00 0 ¥ ¥ 0o O O 1 1

in calcule am folosit valoarea®0.

Analizand aceste valori intuimagirul Y 41 este mrginit , ia doar valorile -1 , 0, i este
chiar periodic ( perioada este probabil n=10) .

Nu am demonstrat deocamalaici una din aceste afirria

Propunem aceste probleme cititorului . (Ségesi folosim relaia (R 111.3) ; astfel reducem
totul la o problera de combiri ) .

Aplicatia 4 .

Vom prezenta n continuararf detalii un sistem criptografic .

*Chestiuni preliminare :

Conside#im aici ¢ matricea A are elemente din cor@iyl, unde p este un ndimprim mare.
Mentinem def 1si def 2 din capll ; Tn aceste congii au loc teoremele i 2 din capll adici
A"=X0A- XD L (R 11L4A)

*ldeea de bdiza cripto-sistemului :

-introducem textul pe care vreririscriptam in elementele lui A sub foirbina

(de exemplu fiecare caracter al textului poatefrezentat pe un octet iar cateva caractere
alaturate formeaz un nundr pe care il atribuim elementului « a » al matrij etc. ) .
-criptarea matricii A consti in calcularea unei puteri A ; A™!reprezina textul deja
criptat sau criptotextul.

-cheia de decriptare este forméit din perechea de numere (X1, X,D)

Cel care ofine ih mod fraudulos criptotextul™®, trebuie §-I ghiceasa pe A
(stiindu-l doar pe &™) , ca 4 ajungi la textul iniial . Aceasta este extrem de improbabil
fiindca nu deine cheia (§+1, XnD).

Pentru cel care dee cheia este foarte simplirkobtina pe A din (R 111.4) :

A=(X ) A™ XD 1)
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*Daci avem de criptat un volum mare de date pracedstfel :
Presupunemacavem mai multe « sertare » fiecare cu cheiadai$ nu purim dug
noi toate cheile incuiem n « sertarul 2 » cheitadesertarul 1 » , apoi incuiem in
« sertarul 3 » cheia de la « sertarul  asa mai departe ; noi nu trebui gstram decéat
cheia de la ultimul « sertar ».
Sertarele cayim evidentsi informatia pe care vrena ® protefim.

Sertarele sunt ugir de matrici de forma :

A= a b,
(i) = c, di

Textul se introduce n elementelsiad; iar cheia pentru decriptare a matricii precedsete
introduce Tn elementele $ ¢; ; dupi aceste opetini se cripteaz matricea 4y iar cheia ei
de decriptare se va introduce in matriceaatware Aj.1).

*Trebuie evitate cazurile S=0 , D=0%=8D deoarece atunci decriptarea poate deveni
usoar chiar fira cunogterea cheii ; de aceea vom folosi un caracter apecte un octet care
nu are nici o semnifigee n text dar prin introducereéraia se modifid valoarea numerica
elementelor @i d; pari cand okinem indeplinirea celor trei coniliS#0 , D£0 , $#4D.

*Toate calculele se fac modulo p ; de aceeaanuirde caractere care forméaz
elementele gi d; este limitat de @rimea nurirului prim p.

*Putem oricandasachugam la text o continuare : caracterele noi vor fraduse n
matrici noi ;avantajul evident esté keingimea cheii ultimei matrici adgate nu depinde
deloc de lungimea textului pe care |-am criptat .

*Numarul prim p trebuie &fie suficient de mare Tncéi slescurajeze tentativa de a
incerca toate cheile posibile.

Nota : Am utilizat o idee din cartea lui Isaac J. Soenberg « Privelisti matematice » ,
Editura Tehnica -1989



