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SERII FOURIER

Fungiile periodice constituie una din clasele de fiincare datoré
propriettilor lor intervin in diverse probleme teoretige practice.Un
exemplu de reprezeit si studiu al acestor fumic il constituie dezvoltarea
n serie Fourier.In mai multe cazuri dezvoltareaidangii in serie Fourier
este mai convenahidecat dezvoltarea in serie Taylor.Aceasta eviglahn
considerente & pentru dezvoltarea in serie Taylor a unei furse cere ca
functia si fie indefinit derivabifi lucru care nu se cere in cazul seriilor
Fourier.Pe de altparte termenii unei serii Fourier sunt feinperiodice cu
care putem descrie fenomenele oscilatorii. @ edlitte a seriilor Fourier
este si aceea & termenii &i au proprietatea de ortogonalitate . Intre
dificultatile ce se ntalnesc in studiul seriilor Fouriereeateea & seria
Fourier asociatunei fungii periodice nu converge ntotdeaurire fungia
periodia respectiv.

Definitie.Coeficiernti Fourier.

Definitia 1
Se numete serie trigonometrica, o serie de forma:

% = i[ acoskxysinkx] (11 1)
k=1

unde aa,bxsunt numere reale, independente de valorile végiabi
Fie f(x) o fungie integrabik de perioad 2r.Sa presupunemac
1°. funaia f(x) poate fi reprezent@printr-o serie trigonometric

f(x)=%i[ acoskxbysin ko (I 2)
k=1



2°. seria (I1-2) poate fi integratermen cu termen dapnmukirea ei cu
cosn-x si sinx, atunci, deoarece:

2 2

0,daan# k
[ codex comxdx = sin kx sin nx dx aan (11 3)
) g m,dacan # k

2
si jcoskx simxdx =( (114)
0

2

2 0 2 2
avem ! f(x)dx:%J;ade+Z[akJ; coskxdx+ka; sirkxdx}

kBl

Deasemeni, deoaregein kxdxzzf cos kx dx=( (11 5)
0 0
1 2
rezult = ! f (x)dx (11 6)
Analog
2

2 0 2 2
J' f (x) cosnxdx = % a, I cosixdx + Z{ak I cokx caxdx+Db, J' shx cmsdx}
0 kBL 0 0

0

Dar conform relatiilor (Il 3), (11 4), (Il

2 2

I cosnxdx = C, Isinkx coqwxdx = (.
0 0

5), avem

2

coskx cosixdx=a 77
Ya a,

kBl 0

2
deci: a, :1_[ f (X) cosnxdx
T 0

(11 67)
De asemenea, inmind dezvoltarea(ll-2) cu sin nx dxintegrand intre Qi
2
2r, ohtinem analog b, :7—17j f (x) sinnxdx (11'7)
0

Definitia 2

Coeficienii an si bp sau & si bkse numesc coeficignFourier, iar
dezvoltarea (llI-2) serie Fourier



OBSERVATIE

Deoarece integrala unei func periodice de perioad2r este aceaape
orice interval de lungimen? intre integralele care daw aak si bk, pot fi
scrise:

_17
a, = an(x) dx
a, :7—1T]Tf(x) cos kx dx (11'8)

1T
b, —an(x)smkxdx

Seriile Fourier a unei fundii pare si a unei impare

1°. Fie f(x) o funge de variabid reak, pa#, periodié de perioad 2x.

Avem :
f(-X)=f(x) (I 9)
17 1t 17 I A
Dar a, :;f[zf(X)dX:;';[ f (x)dx+7—T£ f(x)dx facem Tn prima integeak=-usi

obtinem Tf(x) dx:Jq f (-u) (-du) deoarece limita de integrare se schimb
Deci Jqf(x) dx:i f(-u)(-du)= f f( -u) du z_lfr f( -u)d
sau ]T f(u)du= ]Tf( - X) dx:f f (x)dx

: 27
Decia,=— | f(x)d 1110
% n_[, (X)dx (I1'10)
. 17 17 17
Aveming a == I f(x) cosnx dx——j f(x) cos nx dx+jf X ) cosdx
n-r[ n—r[ ITO

Facem n prima integr?al X=-U si obtinem
1= j f(x) cos nx dx:j f(- u) cos (- nu)d(- u):ff( u)cos(- nu)du§f (- u) cos(- nu)«
Cum COS U este de asemeni o tunpaﬁ atunci

= _[ f (X) cosnxdx



deci: a, :%Tf(x) cosnxdx (1111)
0

De  asemeni, tinand seama de formula  (1I-7) avem:
b, -1 [ f0x)sinx dx=" [ f(-u) sin(-nu) d(-u:-l | f(-u)(-simu)duzl [ f(u) sin nu di=
e, . e m

us

17 .
i dx=-
J;(x) sin nx dx=-h

(pentru @& sinusul este o fume impad) sau 2B=0 sau =0
(11 12)
Deci 0 o fung@e pat are seria Fourier:

%ag +iakcoskx (1M13)
k=1
Unde gsi a sunt da de formulele (11-10X%i (11-11).
2° Fie acum f(x) o furiee rea, impat,periodia de perioad 2x.
Avem : f(-x)=-f(x)
dar a=1 [fogdx cu  x=-u
T

-7
-7 - =T w

=2 [ £ () dw=—= [ (W) deu== [ f() du==] ) 60 =a
7T7T ]T]T ]T]T IT-]T

deci

a=0 W)
analog ognem

a,=0 (Il 15)

. _27 .
s bn—j—_[!f(x)smnxdx (11 16)

deci seria Fourier a unei fufidmpare este
S b sinkx (Il 16)
k=1

Seria Fourier unei functii periodice de perioac T

Am studiat paa acum fungile cu perioad 2r.In aplicaii intervin adesea
fenomene periodice reprezentate prin fuperiodice cu perioada oarecare T.
f(x+T)=f(x)



Prin schimbare de variabillefz(z—”j_ L= w=22 8 = wx
21T T w

obtinem f(%_[{j =F(¢) unde F) este o funge periodié 2. Intr-adevir avem

T T T
F(&)=F(é+2m)="f|—(&+2m) |=f| —¢&+T |=f| —
()=F(evem=1| - (evam) |=1( L evT)= 1 (3¢
Deci toate rezultatele ghute pentru fungile periodice cu perioadan2
raman adefrate pentru fungle periodice cu perioadoarecare.
Sa stabilim forma seriei Fourier expresia coeficigror in cazul cand perioada este
T.
Tindnd seama de schimbare de varifatuti pentru funga F(E) putem scrie:

F(E):%ao+;[akcosfk+q sink] (Il 24)

cu 6;711 [ F(&)e

:717 [ F(&)coskeds (Il 25)

_1 .
b= [ F(&)sinkédé

0

sau revenind la variabila x

F(Z?ﬂx): f (X) :%+i[ak coskawx + b, sinkax] (11 26)

unde am nota&;:z?ﬂ

Pentru a calcula coeficighseriei in integralele care intervin, efestu
schimbarea de variabil

271 271
=—X df =—
¢ T ¢ T

Pentru limitele de integrar@=0=x=0 sl é=27r=x=T
obtinem:



1 omr (21 )\, _ 21y
%_;Q?J;F(?xjdx—?{f(x)dx

f (x) coskexdx (11 27)

O t—yn |-

_4

A7
2T

bkz? l f () sinkexdx

Daci f(x) este o funge pa#, okxinem in acelg mod f (x) :%a0 +iak COSWX
k=1
T

4% .
CU B=— f (X)sinkwxdx
he T! (X)

Convergenta seriilor Fourier

Referitor la condiile in care seria Fourier a unei fumd(t), este
convergertt si suma sa este f(t), vom darf demonstrge o teoreri care
contine condiii suficiente, destul de cupridtoare pentru fungle intalnite
n aplicaii.

Fie f(t) o funcie definia pe un interval [a,b] exceptand eventual un fium
finit de puncte din acest interval.
Definitie. Se spune f(t) satisface condlile lui Diriclet pe intervalul [a,b]
daa:
a) f(t) este nirginita si are cel mult un nusr finit de puncte de
discontinuitate n [a,b].
b) Intervalul [a,b] poate fi imgrtit Tntr-un nundr finit de subintervale,
astfel incat pe fiecare subinterval f(#)fee monoton.

Teoreni

Daa funaia f(t) , periodié de perioad T, satisface conglile lui Dirichlet

pe un intervald ,o+T] seria sa Fourier este convergepéntru orice t.

Suma S(t) a seriei Fourier este agal f(t) in toate punctele in care f(t) este
continta.

Intr-un punct de discontinuitate S(c) este egalcu media aritmetica celor
doua limite laterale ale fungei f(t) in punctul c.



S(c):%[f(c—0)+f(c+0)] (Il 55)

Teorema prezentatmai sus se mai nugte si teorema lui Dirichleti
constituie un criteriu de o latgplicabilitate referitoare la posibilitatea de a
prezenta o funge prin seria sa Fourier, sau cum se mai spuneodede a
dezvolta o funge in serie Fourier.

Aplicatii ale dezvoltirii in serie Fourier la diferite func tii

1° S se dezvolte in serie Fourier fuiac periodi@ f(x) de perioad 2r
definita astfel: f(x)=x AX< T

Soluie. Aceast fungie este monotan si marginita pe intervalele de
periodicitate. Indeplinge deci condia lui Dirichlet si pioate dezvoltatin
serie Fourier.

Utilizand formulele (11-8) vom gsi usor coeficienii ax,a si by.

Dar se obsetvca f(x) este o funge impa# f(x)=-f(x) atunci @=a=0si

numai 0. Avem deci:
coskx

b kzl I xsinkxdxz—l[—x
me m

} +—1J' coskxdx
. k7
deci :b, :(—1)“1%
Se ohjine deci:
f(x):Z[S'nX— Sin , sin®_ (-2 S'"‘M......}

1 2 3 k
Aceasi egalitate are loc peste tot maiipun punctele de discontinuitate. In
aceste puncte, suma seriei este &gal media aritmetic a limitelor
functiilor la dreaptasi la stanga, adiczero.

2°. & se dezvolte in serie Fourier fyiac periodi@ f(x) de perioad 2r
definita astfel:

f(x)=-x  pentru 7<x<0

f(x)=x pentru O<xn

adic f(x)= x
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Soluie. Fungia f(x) indeplingte condiiile lui Dirichlet. Coeficienii seriei

Fourier sunt;
0

a :7_17_]; f (x)dx :%[J' (-x) dx+Ixcosxdx} =

r/d

0 V4 . 0 .
a, = 2| [ (%) cosoc | x cosord | = 1| - XS 0L gy, XSIMOC 1 F g
m s, 5 m k - K K<

0 pentru k par

7K k k pentru k impar

:i|:_ COSkX |0 + COkX [’j| — %(COS k]T_ 3:
-7 7K 2

1| ¢ (]

b, :I—T{_J‘n(—x)sinkxdxﬂ;xsinkxdx} =C

Seria Fourier este deci:

f(X):g_i{Cizstf C?8+ 050295+..........#w+ ..... }
T

Aceast serie converge peste totsuma sa este egatu fungia propu4.

3°. S se dezvolte in serie Fourier fyiacf(x) de perioad 2x definita astfel:
f(x)=x* pentru a<x<m

Soluie : Calcubm coeficienii seriei Fourier:
17, 1x3 ¢ 2
=— | XdX==— | =—
% 71_[1 m3 ¥ 3 |



17 1| xX*sinkx v 27 . 2| x cokx
ak:;_jﬂxzcoskxdx:;{ ” |_”—E_I”x5|rkxdx}=—nk{ ['+ J'cokxdx}

—— pentru k par

= 42 (7rcoskm) =
7K 4 .

Tl pentru k impa
Vg

17, _ X* COKX 7 _ X Sitkx
b, —;Jnx smkxdx—]—T[ | +— I xcoskxdx}— E[ [ ]]’ snkxdx}
Deci seria Fourier a fufiei date se scrie:

, T (cosx_ COSX , cosB )

XT3\ Tz Tz

Concluzii :

Consider ca prin relizarea acestui refematrausit sa surprind cat mai
multe lucruri legate de seriile furier, de dezwarin serie furier, de
cocergenta seriior furier dar nu in ulimul rand arcercat sa redau cateva
apicatii ale acestor serii furier.



