CAP VII
ELEMENTE DE TEORIA PROBABILIT ATILOR SI
STATISTIC A MATEMATIC A

1.Eveniment aleator. Frecvema relativa a unui eveniment
aleator. Probabilitatea unui eveniment. Obiectivulteoriei
probabilit atilor.

Notiunea fundamental a teoriei probabilittilor este aceea de
eveniment aleator.

Se numete eveniment aleatqrun eveniment care Tn anumite
condtkii poate fie & se realizeze, fieasnu se realizeze.

Exemplul 1. Aparitia unei fge sau a alteia a unei monede
aruncate este un eveniment aleator.

Exemplul 2. Lovirea obiectivului vizat in cursul unui tir estm
eveniment aleator.

Exemplul 3. La fabricarea unui cilindru cu un diametru de 26
cm, faptul comiterii unei avarii inferioare a 0,2ymcu mijloacele de
produaie de care dispune este un fenomen aleator.

Definisie 1. Se numegte frecvena relativa p a unui eveniment
aleator A raportul nurarului de realizare a acestui evenimant’si
numirul total de incerari identicen” in care evenimentul dat ar fi
putut sau nu&sse produs.

Vom scrie :

P (A)=p = f:_ (VI 1)

Din observarea diferitelor fenomene, rezuté dac numarul de
Tncerari (probe) din fiecare serie este practictipuridicat, frecvema
relativi de apatie a evenimentuluiA in fiecare serie poate diferi,
apreciabil de la o serie la alta.

Daci in schimb, nurrul de Tnceréri dintr-o serie este ridicat,
atunci, de reqgula, frecvem relativa de apanie a evenimentuluA in
fiecare serie poate diferi pin de la o serie la alt@ diferena aceasta
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este cu atat mai miccu cat nunarul de inceréri dintr-o serie este mai
mare. Se spune deci entru un nurir mare de Tncegi dintr-o
serie, frecveta relativa prezing, din ce in ce mai gin, un caracter
aleator. Noim de asemeneaacexisti evenimente cu frecvea
instabik, astfel incat, valorile lor, chiar pentru o foarare serie, pot
foarte mult sa difere una de alta.

Experiena arafi ca in marea majoritate a cazurilor, existn
numar constant p astfel incat frecvega relatia a realiarii
evenimentuluiA pentru un nurir mare de incetei repetate difex
foarte puin, cateva cazuri rare sunt exceptate, de acesétnpm

Acest fapt empiric se scrie simbolic Tn felul utor :

LU (VII 2)

n n oo

Numarul p se numete probabilitatea realizirii evenimentului
aleatorA. Scrierea simbolit este urmtoarea :

P(A) = p (VII 3)

Probabilitateap este ocaracteristiei obiectivi a sanselor de
realizare a evenimentullA pentru Tncergrile date, definii de natura
evenimentuluiA.

Frecventa relativa difera putin de probabilitatea pentru un
numar mare de incerari, exceptie facand “cazurile foarte rare” pe
care le putem neglija.

Relaia (2) este Tn mod obnuit formulat astfel:

“Cand nunirul de inceréri (experiene repetaten* creste indefinit,
frecvena relative a evenimentuluh tinde spre probabilitatep de
realizare a acestui eveniment”.

Remarai: In raionamentele precedente noi am postulat empiric
relaia (2). Se pot de asemenea postula alte cgindaturale ce decurg
din experiegi. In acest caz se poate de asemenea deducgaré?)
care va fi atunci o teorema. Aceasta este teoremmBdrnoulli.

Probabilitatea fiind o caracteristicmbiectiva a eventualitii de
realizare a unui eveniment, ea trebuie cunascpéntru a putea
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prevedea natura de#irli a numeroase procese pe care le condmdn
tehnic, mediciri etc.

Determinarea probabilitatii de realizare a unui eveniment cu
ajutorul probabilit atilor evenimentelor aleatoare condgionand
evenimentele complexe considerate, studiul legilate probabilitate
care guverneaa diverse evenimente aleatoare, constituie obiectul
teoriei probabilit atilor.

2. Definitia clasica a probabilitatilor si calcul direct al
probabilit atii.

In anumite cazuri analiza Tncercirii probei corespunzitoare,
permite calcularea probabilitatii elementelor aleatoare
considerate. Pentru a explica aceasta considan exemplele
urmatoare.

Exemplul ' Aruncarea unui zar (cub cgase fge) pe care sunt
notate cifrele de la 1 la 6. Tn virtutea simetridlor 6 fee, aparia
oricarui numar cuprins intre 1si 6 are o probabilitate egal deci se

numescechiprobabile Frecvema relativa estep = % si probabilitatea

de apanie in acest caz este tot de%' Deci probabilitateapoate fi

calculata direct

Definifia 1. Se spune & evenimentele aleatoare sunt
incompatibile pentru o incercare consideiatdacG este exclus ca in
cursul acestei inceid 2 dintre ele 5 aiba loc simultan.

Definifia 2: Vom spune & evenimentele aleatoare forméazn
sistem exhaustiv (sau completdac in cursul fiedrei probe fiecare
dintre ele poate fi realizat, excluzand realizareduror celorlalte
incompatibile cu ele.

Consideim sistemul exhaustiv de evenimente aleatoare
echiprobabilesi incompatibile Numim aceste eveniment=azuri sau
sanse
Un caz al acestui sistem se nugteefavorabil realizrii evenimentului
A daa apartia acestui caz implicrealizarea evenimentul.

Exemplul 2.0 urna corine 8 bile numerotate de la 1 la 8. Bilele
1, 2, 3 sunt rgii , celelalte sunt negre. Extragerea bilei riawal 1 (sau
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2 sau 3) este un eveniment favorabil apariunei bile rgii. Deci
putem da o definie conceptului de probabilitate.

Definifia 3: Se numete probabilitatep a evenimentuluiA
raportul nunirului cazurilor favorabilen si numarul total de cazurn,
constituind sistemul exhaustiv de evenimente edbpbile
incompatibile sau simbolic:

P(A)=p=" (VII 4)

Definifia 4: Daci toate celen cazuri formand un sistem
exhaustiv de evenimente echiprobabile incompatilsilet favorabile
realizarii unui eveniment oarecare, un astfel de evenimnnumete
sigur. Probabilitatea unui eveniment sigur gste 1

Un eveniment la care nici unul din cete cazuri formand un
sistem exhaustiv de evenimente echiprobabile inatmbge nu este
favorabil, se numge eveniment imposibil. Probabilitatea sa epte
0.

Remarai: Afirmatiile inverse sunt de asemenea ailate in
acest caz. In alte cazuri, de exemplu Tn cazul waeiabile aleatoare
continue, dup cum vom vedea in cele ce urmeaafirmgiile inverse
pot fi false, adia daa probabilitatea unui eveniment este egal 1
sau 0 nu implig Tn mod necesaracaceste evenimente sunt sigure sau
imposibile.

Rezulé deci & probabilitatea verifig relaia
Osps1l

Exemplul 3: Fie o carte intr-un joc de 36 derg. Care este
probabilitatea ca ea sa fie de J?c

Solurie: Avem aici schema cazurilor echiprobabile. Evenitoén
A consta Tn apatia unei érti de pica. Numarul total al acestui caz este
n = 36. Numarul de cazuri favorabile evenimentuléi estem = 9

Avem deci in consecia:
9

9 1
P=3% "2
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Exemplul 4: Se joaé@ simultan cu 2 monede. Care este
probabilitatea cagsapa# simultan aceea fata 1 la ambele monede?

Solusie: Formam tabelul:

Prima moneda A doua moneda
Primul caz fata 1 fga 1
Al doilea caz fata 1 fga 2
Al treilea caz fata 2 fga 1
Al patrulea caz fata 2 faa 2

Deci sunt Tn total patru cazuri posibile din caresingur caz este
favorabil. In consecitd, probabilitatea de a ¢efata 1 pe ambele piese
este:

o
I
NP

Exemplul 5: Probabilitatea de a lovi un obiectiv este de 8/10
cand tirul este executat cu o pirarna si de 7/10 cand se exedutu
a doua arm. Si se giseasé probabilitatea de a lovi obiectivul cand
tirul se efectueazsimultan cu cele 2 arme.

Solurie: Se poate simula aceasproblend astfel: Dod urne
contin fiecare 10 bile numerotate de la 1 la 10. Primmaa conine 8
bile rosii si 2 negre, a doua usincortine 7 bile ragii si 3 negre. Care
este probabilitatea ca cel fpu 2 bile extrase &fie rosii?

Cum nu are importga din ce urna provine bila atunci ndanul
de cazuri este 10(h(= 100)

Si calcubm nunirul de cazuri favorabile. Atunci cand se extrage
fiecare din cele 8 bile v ale primei urne simultan cu o Biloarecare
ale celei de a doua urne, atunci printre bilelgteeva fi cel puin o
bila rosie. Numarul de astfel de cazuri este 10*8 = 80.

Atunci cand se extrage fiecare din cele 2 bile redm prima
urna simultan cu cele 7 bile s@ din a doua ura gasim cel puin o bila
rosie printre bilele igite. Numarul de cazuri va fi acum de 2*7 = 14.
Deci nunarul total de cazuri favorabile esten = 80 + 14 = 94.
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Probabilitatea de a exista printre bileleite, cel puin o bila
rosie este :

-aceasta este precizia tirului.

Remarca 2:1n acest caz noi am redus problema calculului
probabilititii tirului la problema de apatie a uneia sau alteia din bile,
cand se extrage una sau alta dintre bilele une¢.ud® obsedeci @G
problema extragerii bilelor dintr-o uinpoate fi considerétproblena
generalizad.

Exemplul 6: Un lot de 100 de articole cgne 10 piese
defectuoase. Care este probabilitatea pentru catrpri4 piese alese
Tntampktor trei s fie fara defecte?

Solurie: Exista n = C;;, maniere de a alege 4 piese dintr-un lot de

100. Nunarul de cazuri pentru care 3 din piesele alese safdia
defecte este cazul
cum =CJ * C;,. Probabilitatea autati va fi atunci:

m_
n Cl,  475¢

Coo [Cyo _ 1424 _ 03

p:

3. Suma probabilitatilor. Evenimente aleatoare
contrare.

Definigfia 1. Se numgte suma sau reuniunea a 2 evenimeXtai
A, evenimentulC, constand in realizarea celtpua unuia din cele 2
evenimente.

Vom considera probabilitile a dod evenimente incompatibile
A;si A, . Notam suma acestor evenimente pi + A, unde, avem
nca: A; sau A, ; (in acest caz cuvantul ,sau” nu are caracteral d
excluziune, aceasta inseainca cel puin unul din cele 2 evenimente
se va realiza conform defimei 1.)

Putem enuta astfel urmtoarea teoremi de adunare a
probabilitarilor. (sau a probabilitilor totale).
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Teorema 1: Presupunem & in cursul unei probe (fenomen,
experieni), pot fi realizate un eveniment aleatoy de probabilitate
P(Ay) si un evenimentA, de probabilitateP(A,).

Daci evenimentele A; si A, sunt incompatibile atunci
probabilitatea apatie sumei acestor doua evenimente, sau a unui
eveniment constand in realizarea evenimentAlusau a evenimentului
A, , se calculeazcu formula:

P(A1 sauA,) = P(A) + P(A) (VII 5)

Demonstrgie: Fie P(A; sauA;) = A, [ A,

-m . - M
P(A) =t 1 P(A) =

EvenimenteleA; si A, fiind incompatibile pentru un nuin n de
cazuri, nurdrul de cazuri favorabile realdizii simultane a
evenimentelorA; si A, este egal cu @ numarul de cazuri favorabile
realizarii fie evenimentuluiA, fie evenimentuluiA, este egal cum; +
mo.

In consecimg:

P(AssauAy) = Ble= Tt T2 = P(A) + P(A)

In mod analog se poate demonstra teorema pentmuuotr arbitrar de
tiruri:
P(A; sau A; sau ... sauA, ) = P(A) + P(A) + ... + P(A)
(VI 6)

Aceast ultima egalitate se scrie:

P(;A) = ;P(A) (VII 7)

Exemplul 1: Se efectueazun tir asupra unui obiectiv format din
3 zone distincte. Probabilitatea dezea in zona a — | — a este
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P(Ay) = 1_§c , de agdeain zonaa - Il —a este(A,) = 11_(;)c si cea de

a cadea in zona a — Ill — a este(A3) = %.

Care este probabilitatea de &dea in domeniul D ?
Dupa formula(6) avem:

P(A) + P(A)+ P(As) =
1

_ 5,10, 17 _32

10C 10C 10C 10C

Definigia 2: Doui evenimente sunt contrarii dac sunt
incompatibilesi dac constituie un sistem (exhaustiv).

Daci notam cuA unul din aceste evenimente, atunci evenimentul
contrar va fi notat cuf.

Presupunem & probabilitatea de realizare a unui evenimdént
este p, atunci putem defini probabilitatea de a nu fi lizeat
evenimentulA ca fiind probabilitatea de realizare a evenimenituduy
prin P(4) = q.

Cum 1in timpul experiggei se va realiza in mod cert fie
evenimentul A, fie evenimentuld, vom ohine Tn virtutea teoremei
enunate:

P(A) + P) =1

Altfel spus suma probabiltilor evenimentelor contrare este egaiu
unitatea.

p+qgq=1 (VI 8)
Exemplul 2: Se efectueaz o anumii masura. Notam prin A
faptul olginerii unor erori inferioare sau egale ¢u Fie P(A) = p.

Evenimentul contrar, adicfaptul olzinerii unor erori superioare sau
egale cul, este evenimentud. Probabilitatea acestui eveniment este:
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PA)=g=1-p

Corolarul 1. Daca evenimentele aleatoard; , A, , ... , A,
constituie un sistem exhaustiv de evenimente incibge, atunci
existi egalitatea:

P(A) + P(A) + ... + P(A) = 1 (VII 9)

Demonstrgie: Cum evenimentele A1 , A, , ... , A, constituie
un sistem exhaustiv de evenimente, realizarea usam altuia din
aceste evenimente este un eveniment cert.

In consecini:

P(A;sau Asau ....sau ) =1
Tinand seama d@VIl 6) obtinem egalitatedVIl 9)

Definisie 3: Evenimentele aleatoareA si B se numesc
compatibile daca Tn cursul unei rasuritori date (probe date) cele 2
evenimente pot avea loc simultan, altfel spusadeeenimentulA si B
pot fi realizatesimultan

Vom nota prin A si B) sau AB) evenimentul constand in
realizarea simultaha evenimenteloA si B. Vom nota prin P(A si B)
probabilitatea realiii simultane a evenimenteldX si B.

Teorema 2:Probabilitatea a dauevenimente compatibile este
determinai de formula:

P(A sauB) = P(A) + P(B) — P(Asi B) (VII 10)

Vom da o ilustrare geomettéica formulei(10). Vom introduce
mai Tntai urnitoarea definie:

Definitie 4: Fie dat un domenilD a crui arie este egalcu S.
Consideim domeniuld apatinand IuiD si a cirui arie estes.
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Daci faptul ca un punctiasse diseasé in D este un eveniment
cert, probabilitatea ca punctui se giseasé& in domeniuld va fi, prin

Aceasi probabilitate se

|l

definitie, egad cu 2 , altfel spus p =

numeste probabilitate geometrid.

Vom avea atunci, estimand pentru un puncg faptul de a se
gasi in patratul din figuia este un eveniment cert.

f
B
(D)
Rezult deci egalitatea:
aria ,abcga” = aria ,abfga” + aria ,bcgeb” - aria ,gebfd”

(VII 11)

Putem calcula, Tn mod analog, probabilitatea suoraii numnar
oarecare de evenimente aleatoare compatibile.
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4. Produsul probabilitatilor evenimentelor independente

Definigia 1. Se spune & evenimentul A este independent de
evenimentulB, daa probabilitatea de realizare a evenimentuBunu
depinde de faptulacevenimentulA este produs sau nu.

Teorema:Daci evenimentele aleatoaresi B sunt independente,
probabilitatea de realizare simultaa evenimenteloA si B este egal
cu produsul probabilitilor de realizare a evenimentelArsi B.

P(Asi B) = P(A) - P(B) (VIl 12)

Aceast teoreni se mai numge si teorema de intersee a
evenimentelar Si se noteaz:
P(AnB)=P(A) - P(B) (VII 127)

Avemdeci: A OB nNnC)=(AL0B)n (ALJC) si
PIAJB nC)]=PALIB)+PALC).
Pana aici nu a fost defiditoperaia "U"

Demonstrgie: Vom utiliza pentru demonstfia acestei teoreme,
schema urnelor. Fiecare drmonine respectivn; si n, bile. in prima
urna suntm; bile rosii si restul negre, iar in a doua drsuntm, bile
rosii si restul negre.

Se extrage o kil din fiecare uria. Care este probabilitatea ca
cele dod bile extrase sa fie s0?

Notam cuA evenimentul extragerii unei bile gio din prima urra
si cu B evenimentul extragerii unei bile gio din a doua ura. Avem:

- m . - m
P(A =2 i P(B) =

Probabilitatea de a extrage o adin fiecare ura este den; n,
ori. Numarul cazurilor favorabile de extragere a dobile rosii este
m; m, . Probabilitatea de realizare simuliaa evenimenteloA si B
este:

P(Asi B) = W - M D% = P(A) [P(B) (VI 13)

n, n, n
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ceea ce trebuia demonstrat.

ms

f—/%

/w/ — - N

w

Figura de mai sus incedresi ofere o ilustrare a acestei demongtra

Pentru cazul an evenimenteA; , A, ... ... ... A, se poate
demonstra in mod analog egalitatea :

P(ALsi Axsi... ... si Ay = P(A) - P(A) <vvevveeenns P{A
(VI 14)

Exemplul 1: Fungionarea coreét a unui aparat depinde de
corectitudinea fungonarii fiecaruia din cele 3 elemente componente.
Probabilitatea de funmnare corect a celor 3 elemente in timpul unui
ciclu sa fie p;=0,6;p>,= 0,7 ; ps=0,9. S se dgiseasa probabilitatea
de fungionare corect aparatului Tn cursul unui ciclu deasuratori
dat.

Solurie: Dupa teorema produsului (intersgei) avem:
p=ppp3=0,600,700,9=0,376

Remaragi: teorema 2 asupra sumei probalatiiior evenimentelor
compatibile se scrie:

P(A sauB) = P(A) + P(B) — P(A)[P(B)
Aceasta mai estg teorema de reuniune a evenimentelor.
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Exemplul 2: Probabilitatea de realizare a unui eveniment in
cursul unei probe este egatu p. Si se determine nusnul de probe
necesare pentru ca probabilitatea de realizare emimentului & fie
mai mare sau egaku Q.

Solusie: Vom putea scrie dup teorema sumeisi produsului
probabilitatilor
Q=21-(1-pj

Rezolvand aceastinegalitate Tn raport ca, vom oliine:

> In(1-Q)
In(1-p)

5. Evenimente dependente. Probabilitate condionata.
Probabilitate totala.

Definigia 1: Se spunexevenimentulA depinde de evenimentul
B dad probabilitatea realiarii evenimentuluiA depinde de faptul dac
evenimentulB este sau nu realizat. Sau B implica pe A se mai scrie:

AUOB sau BUOA

lar probabilitatea se noteazcu P(A/B) si se mai numgte
probabilitate condiionatz a evenimentuluA stiind ca B este realizat.

Exemplul 1: O urrda contine 3 bile albesi 2 bile negre. Se
extrage o prira bila din urm (prima extragere) apoi a doua (a doua
extragere). Naim cu B evenimentul ce actualizeaapartia unei bile
albe la prima extragerg A evenimentul care conduce la aperiunei
bile albe la a doua extragere.

Solurie: La extragerea unei bile albe@méan 2 bile albei 2 negre,
deci probabilitatea & se realizeze evenimentud, evenimentul B
realizandu-se , este :

P(A/B) =

NN
N
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Probabilitatea realirii lui A cand B nu este realizat este:

P(A /B) =

wlw

Se vede & P(A/B) ZP(A /B)

Teorema 1: Probabilitatea de realizare simultana dou
evenimente este edatu produsul probabilitii a unuia dintre ele prin
probabilitatea condionat: a celui de-al doilea, calcukatu condiia ca
primul eveniment & fie realizat, altfel spus:

P(Asi B) = P(B) * P(A/ B) (VI 15)

Demonstraie: Vom da o demonsttee pentru evenimente care se
reduc la schema urnelor (adita care se poate aplica defiai clasia
a probabilititii).

Presupunemzcurna comine n bile, din caren; sunt albe iam,
sunt negre. Presupunem d&nsi printre celen, bile albe un nurir de n;
bile sunt notate cu asterisg ca celelalte sunt albe simple: (Vezi
figura.)

/\ n
_ e M N
600090000@0000000000000
' [}
nl

Extragem o bila din ui care este probabilitatea ca bila ex#ras
sa fie o bila alba marcaé cu asterisc? Fi® evenimentul extragerii
unei bile albesi A evenimentul extragerii unei bile albe marcate.
Rezulaé ca:

— n1
P(B) =

lar probabilitatea apaiei unei bile albe marcate este comainati de
extragerea unei bile albe, deci:

n

*
-1
n

P(A / B) =
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Probabilitatea extragerii unei bile albe cu astereste P(A si B).
Rezul&:

P(Asi B) = %
Dar
LU TS
n n n
sau
P(Asi B) = P(B) * P(A/B) (VI 16)

si teorema este demonstiat
Dac evenimentul considerat nu este Tn cadrul scherssice,
atunciformula ldefineste probabilitatea condionati a evenimentului

A daa evenimentulB este realizat Aceasta este defiritdeci de
formula:

P(A/B) = % (Daci P(B) # 0) VIl 17)

Remarca 1:Aplicaim aceasta a doua forniula expresiaP(A si
B) Avem:

P(Bsi A) = P(A) * P(B/ A) (VII 18)

In egalititile 16 si 18 primii termeni sunt egali. Astfel:

P(Asi B) =P(B) * P(A/B) =P(A) *P(B/A) (VI
19)
Exemplul 2: Pentru cazul exemplului 1 dat la inceputul acestui
paragraf avem:
_3. _ 1
P(B) =% P(A/B) = 5
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Vom ohktine cu formula(l) :

ProbabilitateaP (A si B) poate de asemenea se ohina usor printr-un
calcul direct.

Exemplul 3. Probabilitatea de fabri¢i@ a unei piese de calitate
conform normelor este pentru oanme de 0,9. Probabilitatea de
realizare a unei piese de calitate superioare nopastru cele care o
satisfac este de 0,843e calculeze probabilitatea de realizare a unei
piese de calitate superidgacu ajutorul unei mgni date.

Solurie: Fie B evenimentul fabrigrii unei piese normale de
masina si A evenimentul realigii unei piese de calitate superiaar

Aici P(B) = 0,9 ; P(A/B) = 0,8. Tnlocuind aceste valori 1§VIl 16)
obtinem:

P(AsiB)=0,9*0,8=0,72
Teorema 2:Daci evenimentulA nu poate fi realizat decat dac
unul din evenimentel®,; B, ... ... B, formand un sistem exhaustiv de

evenimente mutuale incompatibile este realizgbil atunci
probabilitatea evenimentul este dat de formula:

P(A) = P(B)) * P(A/B))+ P(B;) * P(A/B)+...+ P(B,) * P(A/B,)
(VII 20)

Demonstrgie: EvenimentulA poate avea loc daanul din toate
evenimentele compatibile utitoare este realizat.

(B si A;(Bysi A, ooeeeene, (B si A).

Vom okiine deci in virtutea teoremei de adunare a prolahibr:

P(A) = P(B si A)+P(B si A+ ... + P( B si A);
(VII 21)
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Inlocuind termenii din membrul drept al 1§Vl 21)  prin (VI 16)
obtinem (VII 20).

Exemplul 4: Trei focuri de arm sunt trase asupra un@nte.
Probabilitatea de a atinganta este egalrespectiv cu:

P1 = 0,3
P2 = 0,6
Ps = 0,8.

Probabilitatea de distrugeretimtei esteA; = 0,2 candinta este
lovita odat, A, = 0,7 cand e lovit de doud ori, SiA; = 1,0 cand ea
este loviti de trei ori. @ se determine probabilitatea de distrugere a
tintei dup executarea celor trei focuri. (evenimen#jl

Solutie: Consideiim sistemul exhaustiv de evenimente mutuale
incompatibile.

B, = o lovitura Tn plin (o atingere)
B, = 2 lovituri in plin
Bs; = 3 lovituri in plin
Bs = nici o lovitui
Determiram probabilitatea fiedrui eveniment.Tinta va fi lovita
o dat daa este atind de primul focsi nu este lovii de cel de-al
doilea focsi de cel de al treilea, apoi daeste lovii numai de al
doileasi de primulsi de al treilea nu este lovit si daca este lovit
numai de al treilea iar nu de primele dou

Atunci conform teoremei produsuluii sumei probabiliitilor,
avem:

P(B1) = p(1- p2) (1- p3) + (1- p) p2 (1- ps) + (1- p) (1- ) ps = 0,332

Prin acelai rationament, obnem:

P(B2) = pip2(1- ps) + pu(1- p2) p3 + (1- pr) p2 ps = 0,468
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P(Bs) = pip2 ps= 0,144
P(B4) = (1- p) (1- p2) (1- p3) = 0,056

Scriem probabilitile condtionate de distrugere antei, Tn cazul
realizirii fiecaruia din aceste evenimente:

P(A/B)) = 0,4; P(A/B) =0,7; P(A/B)=1,00; P(A/B)=0.

Inlocuind expresiile otinute Tn(VIlI 21), vom ohine probabilitatea de
distrugere gintei:

P(A) = P(B)P(A/B1) + P(B)P(A/Bz) + P(B3)P(A/Bs) +
P(B4)P(A/Bs) =

=0,332*0,4+0,468 * 0,7 + 0,144 * 1,00 + 0,056 = 0,6044.

Remarca 2:Dac evenimentul A nu depinde de evenimentul B,
avem:

P(A/B) = P(A)
si formula (16) are forma:
P(A si B) = P(B)P(A)

Adica formula(VII 13).
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6. Probabilitatea cauzelor. Formula lui Bayes.

Punerea problemei. Consideim de asemenea un sistem
exhaustiv de evenimente mutuale incompatilBle, B, ,......., B, ale
caror probabiliti corespunitoare suntP(B;) , P(By) , ........, P(B).
Evenimentul A nu poate avea loc decat impréuru unul din
evenimenteleB; , B, ,......., B, , pe care le numim cauze (sau
ipoteze).

In virtutea formulei(20) probabilitatea realirii evenimentului
A va fi:

P(A) = P(B)P(A/By) + P(B)P(A/B,) + ........ + P(B)P(A/B,)
(VII 22)

-

Presupunem & evenimentul A va fi realizat. Actualizarea
evenimentuluiA va antrena o modificare a probakifitor cauzelor
P(By) , P(B), ........ , P(Bn). Determinand probabilitile condiionate
a acestor cauzg presupunandaevenimentulA este actualizat, Tn @l
termeni, determiim:

P(B./ A), P(B,/ A), ... P(B,/ A)
Solusia problemei Cu ajutorul relgei (19) gasim:
P(Asi B) = P(B,) P(A/By) = P(A) P(B/A)
de unde vom gsi:

P(B,)P(A/B,)

P(BJA) = “L0

Tnlocuind peP(A) cu expresia sa dif22) obtinem:

P(B,)P(A/B)
3 P(B)P(A/B)

P(B./A) = (VII 23)

In mod analog, #sim: P(B,/A) ... sau
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P(B)P(A/B,)

> P(B)P(A/B)

P(BW/A) = (VII 24)

Formulele(VIlI 23) sau(VIlI 24) se numesdormulele lui Bayes, sau
teorema cauzelor.

Remarai: Din formula(24) rezulé ca in expresia probabiktii
P(Bx / A) (probabilitatea de realizare a cau&i , dup actualizarea
evenimentuluiA) numitorul nu depinde de indiceke

Exemplul 1: Presupunemacinaintea unei probe, existd cauze
echiprobabile
B:, B> B3, Bs.

P(B1) = P(B;) = P(Bs) = P(Bs) = 0,25

Probabiliaitile condtionate ale reali@ii evenimentului A sunt
respectiv:

P(A/B;) = 0,7 P(A/B,) = 0,1
P(A/Bs) = 0,1 P(A/B,) = 0,02

Presupunemadupa prolia evenimentulA se realizeaz Vom obkine,
dupa formula(24)

P(BJJA) = 025* 07 _ 0175 _ g 76
025* 0,7 + 025* 01 + 025* 01+ 025* 002 023
P(B,/A) = 22501 — 199
023
P(By/A) = 92201 g1
023
P(BJA) = 925902 _ g g5
023

Avem aiciP(B;) = 0,25 ; P(B,/A) = 0,76 care este mai mare deoarece
evenimentulA este realizat
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P(A/B;)) = 0,7

7. Variabile aleatoare discrete. Legea de distribtie a unei
variabile aleatoare

Definigia 1: Variabila x luand Tn urma unei asuratori una din
valorile unei suite finite sau infinit&;, X;, ... , % ... S& numete
variabila aleatoare discretdaa la fiecare valoarexy corespunde o
probabilitatep, pentru ca variabila x ia valoareg

Rezulé din definkie ci la fiecare valoarex, 1i este asocidato
probabilitatepy

Relaia fungionala ce leag probabilitateap, de x, este numi
legea de distribgie a probabiliitilor unei variabile aleatoare discrete,
sau simplu ,legea de distripe” .(vezi tabelul)

Aceesi lege de distribtie poate fi dat grafic, sub forma unui
poligon de distribte cand se construgee intr-un sistem de coordonate
punctele de coordonatex(, p«) pe care le reunim printr-o linie
franta.(vezi fig.)

Legea de distribtie poate de asemeneafse dat sub fornmi analitic.

Pe = f (X¢)

Valori  posibile| x; X> i i e %
ale variabilei| ............

aleatoare
Probabilitatea | p; P2 e e R
acestor valori

(tabel 1)
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(fig.

v

Faptul @ variabila aleatoarex va lua cu necesitate
sumei

X1, X2, v o0 X ...
este un eveniment cert astfél avem Tntotdeauna:

N

Zpizl

i=1

pentru o serie fini, sau:

[

zpizl

i=1

pentru o serie infind.

Exemplul 1: Probabilitatea caasiasi unul din

fetele unui zar est%

?F

2 3 4 5

olrR |,
olr
olR
olr

1
6

olR

1)

n

una din valorile

(VI 25)

(VI 25)

numerele de pe

Exemplul 1: Fie p probabilitatea de realizare a evenimentuui
n cursul fiearei probe in parte dintr-o serie infiditde probe.
Variabila aleatoarex este nuriarul de ordine al experieai in cursul
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ciareia evenimentuA se realizeaxz pentru prima dat. Si se dgiseasa
legea de distribgie a variabilei aleatoare.

Solurie: Variabila aleatoare& poate & ia oricare valoare 1,2,3...
Probabilitategp; pentru ca evenimentW si fie realizat in cursul unei
probe va fi:

Py = P(A) = p

Probabilitateap, pentru ca evenimentud sa nu fie realizat in cursul
primei probesi sa se realizeze n cea de-a doua este:

P,=P(A siA)=(1-p) p

Probabilitateaps pentru ca evenimentuh si nu fie realizat nici n
prima prold si nici Tn cea de-a doua prépci numai Tn a treia va fi:

P3 = P(A siA siA)=(1-p) (1-p) p = (1-P)p
si asa mai departe:

P« = (1-p)'p (VI 26)
Tabloul de distribtie va fi:

¥ 1 2 3 e kL
ok P (1-p)p  (1-pp ... 1-8y'p ........

Avem decisi:

- k-1 p _
= 1-— = =1
> p ;( P p ~a-p)

k=1

deoarecei(l— p)“* este o serie geometdcu raia (1-p)
k=1

Problema studiatmai sus se aplicproblemei tirului paa cand primul
foc va lovitinta.
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8. Frecventa relativa si probabilitatea frecventei relative in
cursul unor masuratori (incercari - probe) repetate.

Si ne imagiim ca se efectueazo serie den probe. Tn cursul
fiecarei probe un evenimemX poate § aiba loc cu probabilitatea. Fie
X variabikh aleatoare ce defigte frecvenma relativai de realizare a
evenimentului A Tn cursul unei serii den probe. Se cereasse
determine legea de distritia a variabilei aleatoare pentru o serie de
n probe.

Este evident & variabila aleatoaren va lua in cursul celon

probe una din valorile uratoare:
0 1

n n

Yy m . .
Teorema 1: ProbabilitateaP(x = —) pentru ca variabila
n
< m ~
aleatoarex sa ia valoarea—, altfel spus, pentru ca in cursuhgrobe,
n

evenimentulA sa se realizeze dm ori si evenimentul contraA (A nu
are) de i-m) ori este egdl C" p"qg"™ unde C" este nurarul de

combinagii de n elemente luate dan ori; p este probabilitatea
evenimentuluiA; p = P(A); g este probabilitatea de nerealizare a

evenimentuluiA, altfel spus g =1-p =P@®A) .

Demonstrgie: EvenimentulA se produce den ori in cursul an probe
daci de exemplu, evenimentela si A se succed duip cum urmeax:

— J - >
~ e n-m

Altfel spus, in cursul primelom probe, evenimentu”A aparesi
Tn cursul ultimului 0-m) urmatoare probe, evenimentul nu apare adic

se realizeaz evenimentul @).
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Dar conform teoremei:

P(A)=p PA)=1-p=q

In virtutea termenului produsului, probabilitateaei astfel de
succesiuni de evenimente va fi:

pm ql’l -m
Evenimentul A poate de asemenea se produd de m ori in

cursul celorn probe cu o alt succesiune a evenimentelarsi A, de
exemplu urmtoarea succesiune:

>
>
>
>|
>|
>|

Necesar este ca evenimentul A s produ& cu necesitate dm
ori si evenimentul A de n-m ori. Probabilitatea unei astfel de
succesiuni este:

Pm-lqn-mp= [jnqn—m

Dar cate succesiuni diferite ale evenimentelforsi A sunt
posibile pentrun probe dag evenimentulA este realizat den ori.

Este evident £ numarul lor corespunde nuinul de combindi
den elemente luate dm ori.

cm o= nin-1)(n-2)........ [h—(m-1)]
" 1¥2*3* ... *n

Vom okiine, conform teoremeiac

m

P(xzﬁ)ipq + g"q + .4 P g
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sau Tna:
P(x=?):c,2” phg"Tm VIl 27)
si teorema este demonstiat

Demonstraa teoremei ne permiteasdefinim legea de distrilate
a unei variabile aleatoare pe care o punem sub foirde tablou:

X 0 1 2 m
° - 2 X
P(x=") 1*d"  cipg” ' cipfg"t? crptt T

Legea de distribie astfel obinuta se numete lege binomia
deoarece probabilitatea :

_m
P(X—F)

sunt egali cu termenii corespuatari dezvolgrii expresiei:

(q +py
dupa formula binomiai:

(q+ﬂ)=i§?ww”m (VII 28)

suma probabilitilor tuturor valorilor posibile este ddpcum se poate
vedea egdlcu 1, deoarece:

(p+qgft =1=1
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Remard: In studiul diferitelor probleme avem nevoie de a
determina probabilitatea pentru ca evenimeniubki fie realizat cel

putin 0 singué dat, astfel spus frecvea relativa a evenimentuluix =
1

n

Este evidentacprobabilitatea P( x 2 %) este determinat
plecand de la egalitatea:
P( x 2 3) =1 - p( x =2) =1 d
(VI 29)

k

n)’

pentru ca evenimentubsaiba loc de cel ptin k ori va fi determinat de
formula:

Din tabloul de distrigte rezulé ca probabilitateaP( x =

P(2 %) = Ycrprgr T (VII 30)
m=k
sau na:
k k-1
P(x ﬁ) =1->cCcrpmg"" (VII 31)
m=0

Exemplul 1: S se reprezinte grafic legea de disttibua unei variabile
aleatoarex pentrun = 8,p = %; q= %

Solwie: Determiram toate valorile probabibtilor din tablou:

1 1

P( x=0)=cC%q¢® = 1 (2% = —

( ) =Csq ) T
1 1,17 _81 1
Xx==)=¢Cc} = (=) == — = —
3 8) 82(2) 1 25€ 32
P(x=2)=c2 (1)p=87 1 _ 7
8 2 12 28 64

P(x=2)=¢i (5
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4
P(x=2) = Ci

2 1(2(BA4 2 12¢
P(x=2)=¢; (5)°=
P(x=2)=¢f (5)°= o
P(x=0)=cl (5)°=
P(x=2)=¢f (5)°= =

Graficul acestei reprezeirt este:

v

0|k
| N
olw
(oo HI N
o | ol
oo
(oo RIEN
oo | 0o

Exemplul 2. Care este probabilitatea pentru ca evenimefitgi se
produc de 2 ori:

a) in timpul a dod probe
b) in cursul a trei probe
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c) 1n cursul a zece probe diaprobabilitatea de realizare are un
eveniment in cursul fiecei probe de 0,4.?

Solurie:

a) Aici n=2; p=0,4 ;9=0,6
= Z = C2 p?2g° = E‘ =
P(x=7)=Cip'a” = — 04 =0,16
b) Aici n=3; p=0,4; q=0,6
= Z = C2 p?gt = g * =
Px=23)=Clp’q =5 4 *0,6=0,288
c) Aici n=10; p=0,4; g=0,6

_ 2\ _ 2 3 _
PX - E) - ClO pg - EEGOA)Z(O,(S) - 0;121

Exemplul 3: Se efectueaz4 probe independente. Probabilitatea
de realizare a evenimentulfl este 0,5 pentru fiecare prab& se
determine probabilitatea pentru ca evenimetish se realizeze de cel
putin 2 ori.

Solusie: Aicin=4; p=0,5; q=0,5;

P(x 2%) = P(x =§) + P(x =§) + P(x =§)

sau
2 0 1
P >-)=1-P =)+ P ==
(x2%) (x =) +P(x =)
Calcubm probabilitatea:

Rx <2) = P(x =) + P(x =) = ¢ + 4¢' p' = (0,5f + 4(0,5} =
0,3125
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Vom olxine Tn conseciti utilizand formula a doua:
P(x 2%) =1 — [(0,5} + 4(0,5f] = 0,6875= 0,69

Exemplul 4. Probabilitatea rebutului Tntr-un lot de piese este
= 0,1. Care este probabilitatea pentru ca inttairde 3 piese&savem
m=0; m=1;m=2;m=3 piese defecte?

Px :g) = coq® = 1 (0,9} = 0,729
P( x :é) =clp?q= S%EDJE(OSF = 0,243
P( x =§) =Cpq = g% - (0,1¢ * (0,9)= 0,027
P( x :g) = ¢ p® = 1(0,1) = 0,001

9. Speranta matematica a unei variabile aleatoare discrete.

Fie x o variabik aleatoare discreta cirei lege de distribyie este
urmitoarea:

Definifia 1. Se numegte sperata matemati& a variabilei
aleatoare discret& (pe care o nam cu M[x] saumy) suma tuturor
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valorilor posibile ale variabilei aleatoare prinop@abilitatile respective
ale acestor valori

M[X] =Xt PrFXo P2t + X% Pn (V” 32)

sau mai simplu:
M[x] = x, p, (VII 33)
k=1

In acest caz avem, dagum am metionat mai sus:

n

Zpkzl

k=1

Daci valorile variabilei aleatoare formeao serie infinit de valori,
atunci

My = 3 xp, (VII 34)

k=1

Noi nu vom considera decéat variabilele ahtoare pentru care
aceash serie converge. % stabilim acum relatia dintre speranta
matematica a unei variabile aleatoaresi media aritmetica a
valorilor variabilei aleatoare pentru un numar mare de probe ;
mai exact & aratam ca pentru un numar mare de probe, media
aritmetica a valorilor observate este aproape de speraa
matematica sau in virtutea ,capitolului 1” putem afirma ca media
aritmetica a valorilor observate a unei variabile aleatoareihde,
cand numirul de probe creste nedefinit, spre sperama matematica.

S ne imaginam ca efectuam N probe independente.
Presupunem a:

- valoareax; se manifest den; ori
- valoareax, se manifest den, ori
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- valoareax, se manifest den, ori

Variabila aleatoare ia valorilex; X, Xsz. Xy
Sa calcubm media aritmetig a valorilor otmnute de variabilax (vom

nota aceasta medie aritmetiprin M [x] sau my).

Avem deci:

n
Ny + X2+ e t XVWV (VII 35)

Cum pentru un nuar mare de probéN frecvena relativa tinde spre
probabilitatea de realizare a valoxi , avem:

Rezult deci imediat &:
M [X] - M [x] (VII 36)

Remarca 1 Daa am considera schema urnelor Bubile, din
caren; bile marcate cu semnuxl si n, marcate cu semnw, ..... etc,
numarul sperat cand se extrage oahiva fi dat de forma34) altfel

spus este egal cui.
Solusia: Variabila aleatoare poate & ia valorile :

X=0; %=1, 3=2; X = 3.
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Vom pune intr-un tablou distribaa variabilei aleatoare date. Vonig
probabilitatea acestor valori daipeorema probelor repetaten=3; p
=0,4; q=0,6)
P(x =0)=c? (0,6 =0,216
P(x =1) =c! (0,4)(0,6f = 0,432
P(x =2) =c2(0,4)(0,6) = 0,288
Px =3) =c? (0,4 = 0,064

Tabloul distribuiei variabilei aleatoare va fi:

X 0 1 2 3

P(x = X 0,46 0,432 0,288 0,064

Vom calcula speraa matematig dupa formula(34).

m, = 0*0,0216 + 1*0,432 + 2*0,288 + 3*0,064 = 1,2 lieari

Exemplul 2. Se efectueazo prola in cursul @reia evenimentul
A poate sau nu avea loc. Probabilitatea ca evenumhesiitse realizeze
este egal cu p. S& se determine spergm matematig# a variabilei
aleatoare X exprimand nuirul de realiari al evenimentului.
Formam tabloul distribgiei variabilei aleatoare:

X 0 1

2 1-p P

Remarca 2.Se poate stabili Tn continuarei csperama
matematid M[x] a nunarului de realizare a evenimentuliin cursul
an probe independente este egal produsul nudrului de probe prin
probabilitategp de realizare a evenimentul&iin fiecare prob.
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M[x]= np (VI 37)
Soluia problemei de la exempldlva fi astfel:
M[x]=n*p = 30,4 = 1,2 realizri

Dad in formula(37) se cunoste M[x] si p, se poate &si n care
este nunarul de probe care dau spetarmatematicii ceratde nunarul
de realizri a evenimentului.

Exemplul 3. S& se determine sper@n matemati& a variabilei
aleatoare alarui tablou de distribtie este urritorul:

X 1 2 3 .o ko

R p (1-pp  (1-Pp  ...(L-pfp...

Solurie: Avem in virtutea relgei (34) notand cu 1-p =g

Me=1*p + 20.p+ 3P+ .......... +kdp + ... -
= p(Ll+2q+3g+ ... +kd*+ ..) =
=p(q+a+q3+ ........ +d(+ _______ ):
= qdy —1-0+49 — p =£:£
pbq) P 1-9)° a-q? p> p
Astfel:
mle
p

Notamca m, - 1 cand p-1

m - o cand p-0
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Se pot explica aceste rgldbazandu-ne pe sensul problemei.

Daa probabilitatea de realizare a eveniment#lueste pentru fiecare
proka aproapel (p = 1), se poate siepta ca evenimentid si aiba loc in
cursul unei singure probe (primah(=1). Din contf, da& probabilitateg
este mié (p =0), se poate giepta ca pentru realizare e efectuat un nuan
mare de probenf, =c).

Se numgte centrul de distribjie a probabilittilor variabilei aleatoare X
sperama matematig a variabilei aleatoark.

Remarca 3:Termenul ” centru de distrilje a probabilitilor” este
introdus prin analogie cu cel al ,centrului de dede”. Daéa pe axaOx se
atribuie punctele de abscise, X, ... ,% ; masele, p., ... , Sestie de la
mecanica teoreticca centrul de greutate al acestor mase va fi detatinde
formula.

D % Py
x, =t (VII 38)
Z Py
k=1
Dac
Z P =1
k=1
Atunci
Xe= 3 x0p, (VII 39)
k=1

Formula(39) coincide cu formula sperga matematic€34).

Am stabilit astfel & centrul de greutatg@ sperama matematit se calculeai
cu ajutorul unor formule analoage. Aceasta esteivoiopentru care am
introdus termenul ,, centru de distrifpeia probabiliitilor”.

Fie da#i o variabik aleatoarex cu legea sa de distribe dat de figura
alaturati: (fig 1). Presupunemacsperaga sa matematicestem,.
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Considetm diferena intre variabilele aleatoaresi sperama matematig
X- my. Vom numi aceastvariabik centrai sau abaterg o vom nota prirxo.

Este evidentilegea de distribtie a acestei variabile aleatoafevafi (cf. fig.
2)

Vom gasi sperata matematig a variabilei aleatoare cential
M- m] =>%-m)p- D XP- D mp =
k=1 k=1 k=1
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m-mYp=m-m1=0 (VII 40)
k=1

Astfel speraga matematié a unei variabile aleatoare centrale estedul
Remarca 4Este util cateodatsa se considere o variabilnealeatoare
(cert) constartt ca o variabi aleatoare, care ia la probabilitatesaloareac
si la probabilitated alta valoare.
In acest sens se poate apoise vorbeascde speraga matematit a unei
constante.

10.Varianta (fluctuatia) dispersa sau abaterea medie ftratica .
Notiunea de momente

O alé caracteristig cantitatia a variabilei aleatoar&, care difed de
valoarea medie care determinpoziia centrului de distribge a
probabili&tilor, estevariarya saudispersiavariabilei aleatoare.

Vom nota variata prin D Variana este caracteristica numeéri@a
Tmprastierii, devigia valorilor variabilelor aleatoare in raport culoaea
medie a acestei variabile.

Definifia 1: Se numgte variama variabilei aleatoareX speraga
matemati@ a patratului diferenei dintre variabila aleatoar¥ si sperata sa
matematié (altfel spus speraa matematiz a gitratului variabilei aleatoare
centrai corespunitoare.)

D[x] = M[(x-m 7]
sau

DIX] =i(xk - MR

Variana nu poseid aceed unitate de risuia casi variabila aleatoare .
Uneori este comod pentru a caracteriza disperdiariles, de a utiliza o
marime a dérei unitate de @sui coincide cu cea a variabilei aleatoare, pe
care o numinabatere mediediratica .

Definifia 2: Se numgte abatere standarda variabilei aleatoare,
radacina atrata a varianei.

GIx] = JOI{
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sau sub o forenmai explicit

G[X] = \/i(xk _mx)2 P

Aleatoarea standard este uneori rio§atu o

Remarca 1:Pentru calcule este comod se transforme formula (VI
40) dup@ cum urmeax

D[x] = Z(Xk_rnk)zpk:lef Py _szkmxpk+szpk =
k=1 k=1 k=1 k=1

= lefpk-zmxzxkpk-'-mfzpk =

k=1 k=1 k=1

M[x*] - 2mm, + m*>*1 =

= M[x*] - m;
Astfel

D[x] = M[x?] - m’

Altfel spus variafa este egalcu diferema speratei matematice agpratului
variabilei aleatoargi patratul speratei matematice a variabilei aleatoare.

Exemplul 1.Se efectuedzo experiefa n cursul &reia evenimentuf
poate § se produg sau nu. Probabilitatea de realizare a evenimeanfulste
egak cup. S se determine spergnmatematig, varianasi abaterea ftratica
medie.
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Solurie:

Asezim intr-un tablou valorile nuanului de realizare a evenimentuly € 1-
p):

Pk p q

Tn consecita:
Mix]=1*p +0*q=p
DIx] = (1-pf'+(0-pfg=q*p
G[x] = pa
Pentru a elucida sensul tnonilor varianei si abaterii @tratice medii

precumsi caracteristicile dispersiei variabilei aleatoarensideim cateva
exemple:

Fig 3
0,3

i
|
03 | 04
i

v
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JFig 4

O
[

0 1 2 3 &

Exemplul 2 Variabila aleatoarg dat de legea de distrilpie urmatoare (vezi
Fig. 3

Pk 0,3 0,4 0,3

S4 se determine:

1. M[x]=2*0,3+3*0,4+4*0,3=3
2. D[x] = (2-3¥*0,3 + (3-3f* 0,4 + (4-3f*0,3=0,6
3. G[x] = J/D[x] =06 =0,77

Exemplul 3.Variabila aleatoar& este dat de legea de distrilpig¢ urmitoare
(Fig. 4

P 0,3 0,4 0,3
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Sa se determine:

1. Speraa matematit

2. Variana

3. Abaterea ptraticai medie

Solusie:

1. M[x]=1*0,3+3*0,4+5*0,3=3
2. D[x] = (1-3¥*0,3 + (3-3f*0,4 + (5-3f*0,3=2,6
3. G[x] = 26 =1,55

Dispersia, deviga variabilei aleatoare, este in exempluinferioag
dispersiei variabilei aleatoare din cel de al doilexemplu. Variabilele
(fluctuaiile) acestor rarimi sunt respectiv egale €y6si 2,4.

Exemplul 4. Variabila aleatoare este datle legea de distrilpe
urmatoare:

X
W

v

Sa se determine:
1. sperama matematig
2. variana (fluctuaia)
3. abaterea firatica medie
Solue:
1. M[x]=3*1=3
2. D[x] = (3-3¢*1=0
3. G[x] =0

dispersia acestei variabile aleatoare est& nul
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Remarca 2.Dac consideim o cantitate constantca o variabi
aleatoare, care ia valoareacu o probabilitatd, se demonstreazusor cG
D(c)= 0.

Demonstrige. Am afitat deja &8 M(c)= c. Cu ajutorul formulei VIl
40) avem:

Dc] = M [(c-c)] = M[0] = O

Remarca 3.Prin analogie cu terminologia utilizatin mecanig se
numesc momente centrale de primul sau al doilem @ldvariabilei aleatoare
X speragp matematit a cantiftilor (x- my); (x- my)? Se considér de
asemenea momentul centrat de ordinul trei:

Z (% —m,)? p,
k=1

Daci variabila aleatoare este distrilduisimetric in raport cu centrul
distribuiei probabilitilor (Fig 1), este evidentacmomentul 8u central de
ordinul 3 va fi nul. Dag momentul central de ordinul trei este nul, vatebi
aleatoare nu pose@ distribdie simetric.

11.Functii de variabile aleatoare

Presupunemzclegea de distrinie a variabilei aleatoare s fie daé
sub forma tabloului urator.

X X2 X Xn

P ‘ R P2 R ... Pn

Considesim o fungie de variabi aleatoare.

y =1(x)
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Valorile funaiei yi = f(x,) vor fi valori ale variabilei aleatoase
Dac toate valorileyy, = f(xx) sunt diferite, legea de distrite a
variabilei aleatoarg va fi dat prin tabloul:

y = f(X) V=TX) B=1(X) .ooviiiiinin. ¥ = f(Xy)

P 1P P2 Pn

Daci pentru valoriley, = f(x) unele sunt egale intre ele, coloanele
corespunatoare vor fi reunite intr-una singurinsumand probabittile
corespunitoare.

Speraga matematig a fungiei y = f(x) a variabilei aleatoarg va fi
determinai cu ajutorul unei formule cunosaut

MIfOA] = > f (%) P
k=1
Se defingte de asemenea variarfunaiei:

DIF()] = ML) — MIEGOD 2 = 3 (F(x)=my,)° s

k=1

Exemplul 1 Legea de distriaie ¢ a unei variabile aleatoare esteadat
de urnitorul tablou:

Pk 0,1 0,1 0,2 03 30,
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Se considérfunaia:
y= A sig
a acestei variabile aleatoare.
Dispunem in tablou distrilpa variabilei aleatoarg:

Pk 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

Sa calcubkm sperata matematig a fungiei:
M[A sing] = -A* 0,1 - Af A2 01+ 0,02 +Af 03 +A*0,3=

=A (0,2 +% 02) = A(0,2 + 0,14) = 0,34 * A

Tipuri de aceste probleme se intalnesc in studadgselor vibratoare.

12 Variabile aleatoare continue. Densitatea de probabiate a unei
variabile aleatoare continue. Probabilitatea pentruca o variabila
aleatoare 4 apartina unui interval dat.

Pentru a telege problema considen un exemplu.

Exemplu: Se nisoad uzura unui cilindru dup o anumii perioad de
exploatare. Aceast marime este determinatde valoarea de aiere a
diametrului cilindrului. O na@m cux. Din natura problemei rezéltci aceast
cantitatex poate § ia toate valorile intr-un anumit intervad, (b) al valorilor
posibile.

O cantitate de acest gen se ngtimeariabila aleatoare contindi
Consideim deci o variab#l aleatoare contirilx dag in intervalul &, b) care
poate fi interval infinit €+ ). Impartim acest interval cu ajutorul punctelor

arbitrare X0, X1, ... % Inintervale mici, arbitrare de lungime
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AXi1 =X — %1

Presupunemag cunoatem probabilitatea de apartemgen variabilei
aleatoar« la intervalul &1, X). Vom nota acea&probabilitate in felul
urmator:

P (X1<x <X)
Si 0 vom reprezenta sub forma ariei rectangulareadax; (vezifig.
1)
A
A

y y

0 X X > X XBX
X

Pentru fiecare intervak{,, x) se determii probabilitatea ca variabila
aleatoar si apatina de acest interval Tn conseciti se poate construi linia
poligonak sau scara.

Definigia 1. Dac exist o fungie y = f(x), astfel incat:

lim P(X&;X*AX) = £ (x) (VII 46)

aceast fungie f(x) este numit densitate de distrilzie a probabilittilor
variabilei aleatoarex, sau ,legea de distrilie” (sau Tha ,densitatea de
probabilitate”).

Vom nota prinx variabila aleatoare contiapprin x saux, valoarea acestei
variabile aleatoare. Curby = f(x) este numit curba de distribgie a
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probabilitisilor, sau curba de densitafeg(2). Utilizand naiunea de limii, se
ohtine plecand de la egalitat@dll 45).

P (x<x < X+ AXx) = f(x)Ax (VII 47)
Teorema 1.Fie f(x) densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare
Atunci probabilitatea pentru ca valoarea variabaliatoarex si se giseasé

intr-un anumit intervala, B) este egal cu integrala definit de fungia f(x)
intre limitelea si B, altfel spus avem egalitatea:

P (a<x<B) = ff(x)dx (V11 48)

Demonstrgie. Tmpartim intervalul (a, B) cu ajutorul punctelor
(=X, X ,..., %+1= ) Inn mici intervale {ig. 3). Aplicam fiecarui
interval formula(47):

P (X;( < X2) = f(Xl)AX]_
P (X<x < Xg) = f(X2) A,

P (<X < Xns1) = f(Xn)AXn

Adunim membrii din partea staagi pe ceidin parte dreagt Este
evident @ Tn stanga ofinemP (a<x< B). Astfel:

P (@<x<PB)= Y f(x)Ax

Am olxinut o egalitate aproximativ

iR

v
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0 a= X1 X
Xne1 =B

M

v

a//

Trecand la limii Tn membrul doi candx; — 0 vom ohine, in virtutea
propriettilor sumelor integrale,xcegalitatea exista:

B X

P (a<x<B)= Ilim Zn:f(xi)Axi

maxAx -0 j=1
(vom presupune ac funagia f(x) este astfel ca Ilimita la dreapta

exist 00+). Dar limita membrului secund nu este diaat integrala
definita a fungiei f(x) intre limitelea si 3. Noi avem astfel:

P (a<x<P) = ff(x)dx

Teorema este demonstrat

Vom putea deci, cunoscand densitatea de probabitanei variabile
aleatoare,asdetermiam probabilitatea pentru ca aceagariabik aleatoares
la valoarea sa in intervalul considerat. Geometirbind aceagtprobabilitate
este egadl cu trapezul curbiliniu.Kig.4).

Remarai. In cursul unei variabile aleatoare continprobabilitatea
actualizrii evenimentului, constand Th aceéaxc= X, , va fi nuk.

Intr-adewr, punand egalitate@/1l 47) x = X, vom oline:
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P (Xo<x < Xo+ AX) = f(Xg)AX
de unde

lim P(x, <X<x,+Ax) =0
Ax-0

sau né
Px=x%)=0

Acez_;lsta deoare_ce n egalitafgdl 48), casi in egalititile precedente
putem scrie nu numai:
P (a< x<B), darsi P (@< x<p),
Fiind dat ca:
P@<xsB)=P(x=a)+P@<x<P)+P (x=B) =P @< x<p)

Daci toate valorile posibile ale variabilei aleatogree dgisesc in intervalulg|
b), atunci:

])'f(x)dle (VI 49)

deoarece sgtie cu certitudine £ variabila aleatoare apare intervalului &,
b).
Daa intervalul valorilor posibile este ¢+« ), atunci:

[t(ax=1 (VI 50)

Notim ci da& din des#fsurarea probei rezultca funaia F(x) este
determinat pe intervalul finit(a, b) se poate estimai®a este determiriape
tot intervalul infinit
(- 0,40 ), dar @:

f(x)=0

in exteriorul intervalului €, b). In acest caz avem de asemenea &gt
(V11 49) si (VI 50).
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Densitatea de probabilitate a variabilei aleatalfnete in intregime
variabila aleatoare.

13. Funaia de repartitie sau legea integral de distributie.
Legea de distributie uniforma.

Definifia 1. Fief(x) densitatea de probabilitate a unei anumite vaeabi
aleatoare  x(-« <x<+w), atunci funga

F(X) = [ f (9 (VI 51)

se numgte fungie de repartie sau lege integrat de distribyie a
probabilitgyilor.

Fig. 5

v

X
F(x)
/ Fig. 6
0 X
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Pentru o variabil aleatore discréf funaia de repartie este egélcu
suma probabilittilor tuturor valorilor sale, inferioare lax.

F(x) = z Py

X <X

deci(48) rezula ca funcia de repartie este probabilitatea pentru ca variabila
aleatoarex si ia o valoare inferioara lui (fig. 6)

F(X) = P(-0< x < X) (VI 52)
Se vede pdig. 5 ca pentru o valoare de |a valoarea fungei de
repartfie este numeric egaku aria limitai de curba de densitate, situidd
stanga ordonatei punctulbxi
Graficul fungiei F(x) este numit curba integeah distribuiei (fig.6).

Trecand la limii in egalitatedVII 51) si tindnd seama d@/Il 50) okiinem:

im F(x) = lim j f(X) dx = Tf(x)dx =1

Dam acum demonstyia urmatoarei teoreme:
Teorema 1 Probabilitatea ca variabila aleatoaxe si ia o valoare

apatinand intervalului(a, ) este egélcu craterea fungei de repartie pe
acest interval.

P (a< x<B) = FB) - F()

Demonstrgie. Exprimim probabilitatea pentru ca variabila aleatoarsi
se giseassd n intervalul (a, B). Pentru aceasta scriem formiil 48) sub
forma:

P (a< x<PB) = ff(x)dx = ff(x)dx - Tf(x)dx

(conformfig. 7). De asemenea, utilizand egalitafgd 51)
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Fig. 7
N
/// _
a B X
/E?(a« B) = F@) - F@)
— [ & lrm
0 X
Fig.8

putem 4 scriem pgVIl 53) si astfel:
P (a< x<B) = FB) - F()

ceea ce trebuia demonstrat, (cdigf.8)
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Notam c densitatea de probabilitatéx) si functia de repartie
corespunitoareF(x) sunt legate prin refa:

F'(x) = f(x) (VIl 54)

Aceasta decurge din egalitaté#l) si din teorema de derivare a unei
integrale definite Tn raport cu limita superidar

Consideim acum o variabil aleatoare corespunzand unei legi de
distribuie uniforme. Legea de distriba sau densitatea de probabilitéte a
unei astfel de variabile este alan felul urnator:

f(x) =0 pentru x<a
f(x) =c pentru &x< b
f(x) =0 pentru x>b

Densitatea f(x) admite pe intervalula; b) o valoare constaitc.
(fig.9). Ea este nalin afara acestui interval.

A A F(X)
f(%)
Fig 9 Fig. 10
? C 1
0 a o P b~ X 0 a b >

o astfel de distribiie se numgte legea de distrilie uniforma.
Valoarea luic se dgseste utilizand condia:

T f (x)dx=1

astfel:
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[t (dx= fc dx = c(b-a) = 1

si Tn consecirg:

C:i : b-a:&
b-a o

Din ultima egalitate rezdtca intervalul (a, b) pe care este defiait
distribuia uniforni este necesar finit. Deterrim probabilitatea pentru ca
variabila aleatoareisa o valoare apganand intervaluluia, B):

— A A B-a
Pa< x<B)=|f(x)dx= |——dx =
(@< x<P) !(x)x !b_ax .
Probabilitatea astfebatat este:

P (0< x<P) = ﬁ:;’

(aceasta ret@e este analoagdefinitiei probabiliatii geometrice pentru cazul
bidimensional pe care I-am studiat).
Determiram legea integralde distribtie:

F(x) = I f (x)dx

- dad x < a, atuncif(x) = 0si In conseciti

F(x) =0
-daéa a < x<b, atuncif(x) = bfla si Tn conseciti

¢ 1 X—a
F(X)=J'b_adx: g

a

- dac b<x, atuncif() =0 si [ 1(xdx=0
b

si Tn consecirg:
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X b _
F) = [ f(odx= J‘bfladx= bf: =1

cf. fig 10.

Sa dam exemple concrete de variabile aleatoare disteluug o lege
uniforma.

Exemplul 1 La n&surarea unei amimi se efectuedzo anumit
rotunjire paa la diviziunea cea mai apropiad sérii. Eroarea comisin
cursul acestei rotunijiri este o

variabik aleatoare distribuitdup o lege uniformi. Daa 2l reprezini
numarul de unititi

intr-o diviziune a sirii, densitatea de probabilitate a acestei varabil
aleatoare va fi:

f(x) =0 daa X < -l

fx)= = dag -l<x<I
2l

f(x) =0 daa | <X
Aici a=-:b=l: c=t
2l

Exemplul 2.0 roa# simetric in rotaie se oprgte prin frecare. Unghiul
@format de o razmobild a ragii cu o raz imobila dugi oprirea raii este o
variabik aleatoare aatei densitate de probabilitate este:

F@®) =0  daa 8<0
FO) =1 daa 0<8 < 2m
21T

F@ =0 daa at <.
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14. Caracteristicile numerice ale unei variabile alatoare continue.

Considedim casi in cazul unei variabile aleatoare disaret
caracteristicile numerice ale unei variabile alaetccontinux de densitate de
probabilitatef(x).

Definifia 1. Se numegte speraga matematigé o variabié
aleatoare contirix de densitate de probabilitd(g) expresia:

MIX] = [xf(dx (VIl 55)

Daci variabila aleatoarex nu poate %ia valori decat in
intervalul finit [a, b], sperama matematig M[x] este dat de formula:

MI[X] = ])'xf(x)dx (VII 55")

Se poate considera formu(€ll 55’ ) ca o generalizare a formulei
cunoscui
deja

M[x] = Zi:xk o, (VII 56)

Intr-adevir descompunem segmental, b] Tn intervalele(Xy.1 , X).

Alegem un puncté, in fiecare din aceste intervale. Considar
variabila aleatoare discrietuxiliara é , care poateasia valorile:

&) &y e Y £

Presupunemé&probabilitatea valorilor corespuditnare ale
variabilei aleatoare discreta §e:
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Po= (&) A% 5 P = 1(&5) A%, e » Re=(E) D e =
f(£,)ax,

( f(¢,)ox este probabilitatea ca variabila aleatoare comtiga ia o

valoare aparinand intervalului X1 , % ). Speram matematiz a
variabilei aleatoare discret& , va fi:

M[¢] = Zn_jfkpk

sau:
MIET= & f(&)ax + & (&) ax, + o+ & (&) % +

et & H(E) DX, = 06, T(E) M,
k=1

Trecem la limi& cAnd notamAx, — 0 vom olzine:

maxAx, — 0

n b
lim ZEkf(Ek)Axk:J'xf(x)dx
k=1 2

Expresia membrului doi este spetamatemati& a variabilei
aleatoare continug, care poatessia orice valoare apaginand
segmentulufa, b].

Raionamentul poate fi reluat in mod analog pentreiaalul
infinit, adica pentru expresi@VIl 55). Adica formulele(VIl 55) si
(VII 55’) sunt analoage IUVIlI 56’) . Pentru speraa matematica vom
utiliza de asemenea naotam,.

Se numete sperata matematica centrul de distrifoel a
probabilititilor variabilei aleatoare, (Fig.11).
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A
y
Fig. 11
//\
0 m. X

Vi
Fig. 12

»
»

Daca curba de distribtie este simetriz in raport cu axa Oy,
altfel spus, daxfunctia f(x) este pat, atunci este evidentac

M[ x] = Txf(x)dx =0

In acest caz centrul de distrifi@ coincide cu originea
coordonatelorig.12). Consideiim variabila aleatoare centiax- m,.
Vom gasi sperapa sa matematic

M[x - my] = T(x—mx) f (x)dx = Txf(x)dx - mxo_ff(x)dx

= m-m*1=0
Sperampa matematié a unei variabile aleatoare centrale este daul

Definigia 2. Se numete varianya a variabilei aleatoare sperama
matematid a patratului variabilei aleatoare centrate corespitnare:

D[X] = [(x-m)? f (xex (VI 57)

— 00

312



Formula(VIlI 57) este analoagformulei:
D[x] = Z(Xk_mx)z P«
k=1

Definifia 3. Se numete abatere graticai medie a variabilei
aleatoarex radacina pitratica a varianei:

o [x] = {D[x] = \/j_";(x—mx)z f (x) dx

Aceast formula este analoagcu formula:

G[X] = \/i(xk_mx)z Px

Varianta si abaterea ftratici medie caracterizeazlispersia valorilor
variabilei aleatoare.

Definifia 4. Valoarea variabilei aleatoare x, pentru care
densitatea de probabilitate admite valoarea sart@amare, se
numeste modsi este notat cu M,. Pentru variabila aleatoaxea cirei
curba de densitate este reprezeniatfigurile 11 si 12, modul
coincide cu speraga matematia.

Definifia 5. Se numgte “mediand si notam cuM, numarul care
verifica egalitatea:

Mg 3 co B l
_J;f(x)dx = Mjef(x)dx =3
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Aceasta ultim egalitate
poate fi pug sub forma:

v

P(x<Mg) = PMe< x) =

N[

altfel spus este de asemenea probabil ca variabelatoarex si ia o
valoare inferioat sau superioarlui M.

Notim ci variabila aleatoarg poate & nu admii pe M, ca
valoare posibd.

15. Legea normaid de distributie (legea lui Gauss).
Speranta matematica a distributiei normale.

Studiul unor fenomene variate ne d@rai numeroase variabile
aleatoare, ca de exemplu eroarea canmstimpul unei msuratori,
marimea uzurii pieselor a numeroase mecanismeidapea lateral si
depirtarea lataii punctului de lovire in raport cu un centru, Tarsul
unei trageri, etc., are o densitate de probabéditedre se expriincu
ajutorul formulei:

_(x-2)?

e 2 (VI 60)

f(x) =

1
o~ 21T

Se spune in acest caz ariabila aleatoare urmean lege de
distributie normah sau o lege Gauss. Curba de#gitlegii normale
este urnitoarea:
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Fig. 14

— o2

Exista tabele cu valori ale |L]1_-(X) pentru diferite valori ale lua
si 0. Noi nu considetm util sA prezenim aceste tabele.

Vom arata, pentru inceputicdensitatea de probabilitaf¥ll 61)
verifica relgia fundamentail

Tf(x)dx= 1

Intr- adewr, introducand notga:

X—a
=t dx = 2 odt
V2o
putem scrie:
L %o = Lfevar = Ln=1
o, O~ 21T \/7_7_00 \/7_7

deoarece
je’tzdt =Jr
Si determirim sperapa matematig a unei variabile aleatoare,
distribuita dupi o lege de forma (60). Ddgnlocuire, obinem:

(x-a)? ®

e 2 dx = _[xf(x)dx

_ _ T 1
my = M[X] - _'[OXO'\/ET

facand din nou schimbarea de variabile:

X—a
=t

Ny
Q
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vom olxine:
XzZa+J2ot : dx =42 odt

In consecim:

m, j(a+\/_at)e‘t dt = aje dt + */\/__U [tetdt

\/_
Prima integral esteJ/7. Sa calcubm a dou integrah. Avem:

< ) ,|+ 0o
fera = 1o <o

— 00

Vom avea astfel Tn definitiv:
m, = a (VII 62)

Valoarea parametrului @& care int in formula(60) este egal
Cu sperata matematig a variabilei aleatoare considerate. Punated
este centrul de distribhie a probabiliftilor sau centrul de dispersie.
Fungia f(x) admite cea mai mare valoare a sa pertrg, in
consecima valoarea= a este de asemenga“modul ” variabilei
aleatoare. Cum curb@O0) este simetrig Tn raport cu dreapta= a
vom avea:

j f (x)dx= jf(x)dx

— 00

Altfel spus, valoarea= a este mediana distrilpiei normale.
Dac in formula(60) luam a= 0, vom oljine:
f(x) = 1 2

e 20
oN2IT

(VI 63)
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! [ f0=y
Fig. 15| f(x)z

1
] o2 o2

v

Curba corespuritoare luif(x) dat de (VII 63) este simetrig in
raport cu axay. Fungia f(x’) este densitatea de distripeinormak a
variabilei aleatoare al acui centru de distribtie a probabilistilor
coincide cu originea coordonatelofig.16). caracteristicile numerice
ale variabilelor aleatoare definite €Il 60) si (VII 63) care definesc
caracterul distribtiei valorilor variabilelor aleatoare in raport cu
centrul de dispersie, sunt determinate de formde&uucare nu depinde
de cantitatead” si Tn consecima, dreapta (dac a > 0) sau spre stanga
(daci a < 0). Pentru a simplifica scrierea, vom conducgamamentele
ulterioare pentru densitatea de probabilitate defide (VII 63).

16. Varianta si departarea patratica medie a unei variabile
aleatoare ce urmeai o lege de distribtie normala.

Fie

1 oo (VII 64)

o\ 2T

f(x) =

Densitatea de probabilitate a variabilei aleatocar®etermirim
variana unei variabile aleatoare continue ddprma
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D[x] = ]Z(x—mx)z f (X)dx

—o00

Tn cazul nostru

m, = a Avem:

00 1 0
D[x] = | x*——e %°dx
[x] _[o o2

facand schimbarea de variaiil

X .
== atunci
J2o
D[x] = \/_ _[tz etdt = TItZt e dt

Integrand prin prti, vom olyine:

0'2 .2 < 2
D[X] = ——={te™|™= + [e"dt
] = S|+ Jevan)
cum
!imte’t2 = Si Ie‘tzdt =

Avem in definitiv

D[x] = o? (VI 65)
Conform defintiei abaterii @atratice medii avem:

o[x] = \JD[x =0

Varianta este astfel egalcu parametrub® care inta in formula
densititii de probabilitate(VII 64).

Am menionat anterior & variana caracterizediz dispersia
valorilor aleatoare in raport cu centrul de dispers

Sa vedem cum influefeaz valoarea parametruluo® forma
curbei de densitate. In figurgl6) sunt reprezentate curbele de
densitate pentru valorile
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0=£;0=1;0=2
2

Considerand aceste curbe vom vedgéacu cat o este mai mare
cu atat maximul este mai miGau cu cat o este mai mic cu atat
dispersia este mai mic

f(x)

/

Fig. 17 X

17. Probabilitatea de apartenenta a unei valori a ariabilei
aleatoare la un interval dat de fungia lui Laplace. Functia de
repartitie a legii normale.

Determiram Tn conformitate cu:

B
Pl <x <B) = [f(xdx
probabilitatea pentru ca valoarea pe care o vavlraabila aleatoars,

de densitate de probabilitate:

_(Xz_a)z

e 202

1

o2

f(x) =
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sa apatina intervalului(a, B)

Pla <x<p) = jif(x)dx

sau

1 B _(Xz_a)z

Pla <x<p) = a\/ﬁj e 2 dx (VII 67)

Facem schimbarea de variabil

X—a

V2o

=t

Obtinem:

pB-a
P@ <x<p) 1”f“
o <x< = — e dt
7.
o2

Fig. 18

a B :
Integrala care figure@azin membrul secund nu se expancu

ajutorul unor fundi elementare. Valorile acestor integrale se exgrim
n funagie de valorileintegralei de probabilitate.
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2 | e
d(x)= = [e'dt
WT!
Indicam cateva propriéti ale funagiei ®(x) pe care o vom utiliza

n cele ce urmedz

1. o(x) este definita pentru toate valorile lui x

2. d(0)=0

— 2 ¢ -t? _ 2 \/7_7 —
¢(+00)—ﬁ£e dt - ﬁ? -

w

4. d(x) este monotona crescatoare in intervalulo),

5. o(x) este o functie impara, deoarece
A

®(x)
D(-x) =-D(X) +1

v

Fig 19

-1
6. Graficul functieid(x) este reprezentat in figurkd.

Scriem egalitatea(67’) utilizand teorema de finaptire a
intervalului de integrare:

pB-a
Pl <x<B) =~ [eta+ |e
a < x< = — | e dt + e dt =
\/7_Ta—a 0
a2
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a-a B-a
1| %2 , oz
=——Iet dt+J'etdt
0 0

N

Aceast ultima egalitate poate fi passub forma:

a-a

B-a

_ 1| 2 o _, )

P < x<B)== Ie’tdt— “dt
0

5 o2
2 < e
2| m NI
Utilizand funaia ¢@(x) definita de (VIlI 68) vom putea exprima, n
definitiv, probabilitatea pentru ca variabila aleate x distribuita
conform unei legi normaleidsia o valoare ce apane intervalului(a,

B):

a—a)]

o2

P(@ < x<B) = %[w(ig)—w(

pentrua = Oobtinem:

Pl < x< B) =§[¢(UL}2> -0 )]

Egaland membrii doi ai egaditi (VII 67) pentrua = 0si al
egalittii (VII 70), vom olgine:

B X
1 = 1 Jé; a
e @dx = Z[d(-—"=) - P(—=) ].
la — L) o )]
Se calculeax de obicei probabilitatea ca valoarea variabilei
aleatore & se dgiseasa in intervalul(a- I, a+ |), simetric in raport cu

punctulx = a.
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v

Fig. 21

-| +|

In acest caz formul&VIl 69) devine:

Pla-l<x<a+l) ——;[CD(Ul—\/E) —¢(U_—J§)]

si tindnd seama de faptuic

o7 TR

obtinem:
Pla-l<x<a+l)=o( )

o2

Membrul secund nu depinde de pwaicentrului de dispersie,
deci, pentrua= 0 obtinem:

_ |
P(- | 1) = o(——
( S X< ) (D(U\/E)
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Exemplul 1. Variabila aleatoare x este distribyitipi o lege normail, de
centru de dispersie a= Qsbvariana o° = é. S se determine probabilitatea

pentru ca valorile variabilei aleatoatese giseasg in intervalul (0,4; 0,6).

Solurie: Aici 0 = 1 deci-l =2 si conform formulei

2.2 o2

Pl < x<B) =2 ¢(%) @78

2) o2
obtinem:
P(0,4 <x< 0,6) =% {®[2(0,6 — 0,5)] -B[2(0,4 — 0,5)]}=

{®(0,2) -9(-0,2)}

N

v

Dartinand seamax ®(-0,2) = -®(0,2) avem:

P(0,4 <X < 0,6) :% [®(0,2) +®d(0,2)] = D(0,2)
care estab(0,2) = 0,223

Deci:
P(0,4 <x <0,6) =0,223
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Exemplul 2 Lungimea unei piese fabricate de arime
automati@ este o variabil aleatoare distribuitdupa o lege normal
(Gauss) de parametrii:

M[x] = 10; g2 = ——
20C

Sa se dgiseasa probabilitatea rebutului, daadimensiunile admisibile
ale piesei trebuieasfie 10 £ 0,05.

Solufie. Tn cazul nostru avem:

_ 1 . 1
M —a=10;0= — sI ——=10
[x] 1072 o2

Probabilitatea rebutului se exprindeci, conform formule(69) astfel:
Preb =1 —P(9,95 <x < 10,5) =

=1 -%{ ©[100005-10)] - ®[10[995-10]]} =

=1 -%{ ®(05) - d(-05)} = 1- ®(05)= 1-0,52 = 0,48

Remarai. Se utilizeaz destul de des in locul fugiei
2 ¢ e

D(x)=—[ e dt
\/nl

functia lui Laplace:

B(x)= (VI 74)

1 F e
— | e"dt
Jr)
Aceast funciie Laplace este legade fungia ®(x) printr-o relaie

simpla.
Efectuand in integral@/Il 68) schimbarea de varialil
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=Z

t
J2

obtinem:
— 1 % -2 _1 X
dJ(x)—ﬁE[ e?dz = E‘D(ﬁ)
Avem astfel
— _1 X
D(x) = ECD(E) (VII 75)
si evident:
B(2) =5 0¥ (VII 76)

Putem pune formul@VIl 70), utilizand fungia ®(x) din relgia
(VII 74), sub forma:

P < x<B) = &) - o)
Si pentruoc =1
P < x<PB) = o(p) - ()

Sa determirim acum fung@a integrak a legii de distribtie normaé.
Avem:

_(x-a)?

e 2 dx= P(-00 < x<X)

1 X
o\ 21T 2,

F(x) = if(x)dx =

Utilizand formula(4) pentru cazubr = - «o; B = X, obtinem:

F() = J10C ) -0(-)

dar ®o(-«)=-1
In consecima, obtinem:
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F(x) = %[tv(;;j) +]

2

Graficul fungiei F(x) pentrua = O este cel din figura aturata

F(%)=y

v

Fig. 24

18. Eroarea mediara

In numeroase apli¢a ale teoriei probabilitilor, Tn particular Tn
teoria erorilor de observare, teoria tragerilor t¢cutilizeaz o
caracteristia de dispersie pe care o numamnoare mediad.

Definigia 1. Se numgte eroare mediat un nunir E astfel ca
probabilitatea ca variabila aleatoare (eroareaxadamplu) care este
distribuita dupi o lege normai:

2

X
1 o7

o\ 2

f(x) =

sa apatina intervalului(- E, E), sa fie egah cu % (vezifigura 25)
altfel spus:
P(-E < x<E) =

N
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Fig 25

f(x)
N f(x)
A
/\
| |
| |
| |
| |
| ' > ts4 — ' >
-E 0 +E 0 a-E a atEkE

Daci centrul de distribtie estex= a atunciP (a- E< x< a+ E) :%

Exprimam abaterea (eroareajtpatici medieco in fungie de
eroarea medianE. Primul termen al egalitii (78) poate fi exprimat
n fungie de@(x):

2

E X
P(-E < X< E) = [——e *dx
SEON2mT
Dar conform formule(73) avem:
P(-E < X< E) = ()
ov2
deci
E 1
P(—) = =
(a 2) 2

Din tabloul valorilor fungiei @(x) vom gisi argumentuk=
0,4769pentru carep(x)= % Deci

E
= =0,4769 = VII 82
- P ( )
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E (VII 83)

19. Expresia legii normale in fungie de eroarea mediana.
Functia Laplace redusa.

Exprimand parametruy in fungie de parametruk cu ajutorul
lui  (VII 83) si inlocuind valoarea acestuia in :

2

1
o2

_X
e2£72

f(x) =

obtinem expresia legii normale in fughe€ de eroarea median

2
_p2 X
P

f(x) = (VI 84)

pe
EJm

Probabilitatea pentru ca variabila aleatoare (dengXu eroarea
de nmasurare) § apatina intervalului (a, B), vor fi, in conformitate cu
(70)

— _1 IB B g
P@ < x<P) =Z[®(p2) - o(pD) | (V11 85)
si Tn conformitate cu formula (72)

P(-1<x<I)= dD(pl—E) (VII 86)
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B
E
sunt definite de natura problemei considergteste un nuir
cunoscut:

NumereleZ si % ce figureaz in membrul secund al formulé85)

p =0, 4769.

Pentru a evita inmttea de fiecare datprin p au fost ficute
tabele pentru funga @ (px). Aceasta funge este notdi prin c%(x).

®(x) = o (px) (VI 87)

Functian)(x) se numestéunctia redusa Laplace.
In virtutea formulei(VIlI 68) aceast functie este definit prin
integrala:

0 _ 2 ~ e
®(X) = N !e dt
facand schimbarea de variabit= pz obtinem:

(x) = % [ dz (VII 88)

Exprimand membrul secund al egatit (85) cu ajutorul fungei
Laplace reduse aimem:

PO < X< ) =%[$(%) - o) (VII 89)

In particular, probabilitatea pentru ca valoareaiabilei aleatoare
sa se giseasé intr-un interval simetric in raport cu centrul dispersie
(-1, +1), este dat Tn virtutea formuleVIl 86), de expresia:

P-1<x<1)= c%('—E) (VI1 90)
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Si

P(0<x<l)= %qun( ) (V11 91)

i
E
Notam ca probabilitatea pentru ca valoarea variabilei adea¢x sa

apatina intervalului(a, B), exprimat cu ajutorul erorii mediang,
daa sperama matematig a # 0 vor fi conform cu(VII 89)

PO < X< B) =2 [0 - 0(p 7=

Aceast ultima egalitate poateasse exprime cu ajutorul fumei
Laplace reduse 1n felul uttor:

Pl < X< B) =2 [0 - 003

20. Regula celor 3igma
Scara probabilitatilor de distribu tie a erorilor.

Pentru efectuarea praciia calculelor se alege ca unitate de
masura abaterea ftratica medieo pentru eroarea unei variabile
aleatoare de lege de distrifpeinormaé fata de centrul de dispersie (de
sperama matematig).

Se ohine atunci, in virtutea formulgVIl 73), egalitti ce sunt de
foarte mare utilitate Tn calcule:

P(-o <x<g) = 0,683

1y _
q:(ﬁ) =
P(-20 <x< 20 ) = ®(+/2) = 0,954

P(-30 <x< 30) = q:(%) =0,997= 1

331



O imagine geometrica acestor rezultate este @gte figura aiturafa.

A f(x)

Rezulé deci pentru o anumitvariabili aleatoare, eroarea nu se
Tndepirteaz in valoare absolitde sperata matematig@ mai mult de3
0. Aceasta proporie este denumitregula celor 3 sigma

Pentru tratarea diverselor date statistice egtesiise cunoast
probabilitatea pentru ca variabila aleato&rea apatina intervalelor
(0, E); (E, 2E) ; (2E, 3E) ; (3E, 4E) ; (4E, 5EYlac densitatea de
probabilitate corespuritoare este datde formula(84). Cunoaterea
acestei probabiliti permite, Tn numeroase cazuri, reducerea calculelo
si facilitarea analizei fenomenelor.

Pentru calcularea acestor probalatitvom utiliza formula(VIl 91) si

tabloul fungiei ®(x):

P(O<x<E) =
P(E<x<2E) =
P(2E << 3E) =
P(3E <x<4E) =

P(4E <x< o) =

®(1) = 0,2500

[®(2) -b(1)] = 0,1613

So

(3) - ©(2)] = 0,0672

8o

(4) - ©(3)] = 0,0180

NP NI NIRN R N R
—
8o

[® () - (4)] = %[1 - 0,9930]= 0,0035
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Rezultatele calculelor sunt ilustrate geometridigera akturat pe
care o numim scara de dispersie a erorilor.

A .I:(X)

0,02

-4 -3E -2E -E EE 3E A4E

Rezult din aceste calculeiceste practic certacvaloarea
variabilei aleatoare ap@ne intervalului(-4E, 4E). Probabilitatea
pentru ca variabila variabilei aleatoarese dgiseasé in afara acestui
interval este mai micca0,01

Exemplu. S-a stabilit experimentalaceroarea de asurare a unui
aparat de risurare a distaelor este distribuft dupa o lege normala de
eroare mediah E = 10m. & se determine probabilitatea cu care
distanta misurat de acest aparat se Tndejeaz de distama real 15
m.

Soluie. In cazul nostru | = 15m, E= 10m. cu ajutorul foreiu
(VI 90):

P(-15<x<15) = c%(i_g) = o@5) = 0,6883= 0,69

333



21. Eroarea aritmetica medie

Se introduce, pentru caracterizarea erorilortiuteea deeroare
aritmetica medie egah cu sperata matematig a valorii absolute a
erorilor. Vom nota eroarea aritmetienedie cud. Determiraim eroarea
aritmetica medie dag x este distribuit dupi o lege normal de forma:

XZ

e 202

f(x) = aJ_

Dupa o formuk analoag formulei (VII 61) (a= 0) obtinem:

><2 x2

d= .HXI g 20° J'X -202 2 (_UZG_E)OO - 20
o oven aJ_ " olan 0 Vo

Astfel eroarea aritmeticmedie se exprithin fungie de eroarea
patratici medieo cu ajutorul expresiei:

22. Masura de precizie. Relaii intre caracteristicile
de distributie a erorilor.

In studiul a numeroase procese, se scrie denaiggeprobabilitate
a legii normale sub forma:

f(x)= %e-hzxz

(VII 75)
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Comparand75)cu (60) pentrua= 0 £ observa &

h (VI 76)

=1
o2

Cantitateah este invers propeoonala cu o, altfel spus, invers
propotionali cu abaterea (eroareajitpatica medie. Dag variana o°
este mid, adia dispersia este mi¢ atuncih este mare. Pentru aceasta
h se numegte masura a preciziei

Din (76) avem:

o=
hv/2
(VI 77)
dar
2 1
& \/:=— VII 78
ey ( )
dar de asemenea
E =pJ20=". VIl 79)

h
Cateodat este necesarise exprime o caracterissicle dispersie a

erorilor in fungie de alta. lat de ce egalitile urmatoare sunt
necesare:

E. ov/2=0,6745

g

== pJm=08453

9|7 =1,2533 (V1I 80)
d V2

91 14808 d__1 11829

E pJ2 = E pJm
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23. Variabila aleatoare bidimensionala

Valoarea unei variabile aleatoare bidimensionate aleterminait
de dow numerex si y; pentru aceastvariabili aleatoare cu ddu
dimensiuni vom utiliza notéax, y.Presupunemixx si y ca valorile
discrete xsi y; Presupunem & la fiecare cuplu de valori (Xy; ce

apagine la un anumit ansamblu, 1i corespunde o proliabé
determinai P;.

Tabloul de distribtie al probabiliitilor variabilei aleatoare cu
doua dimensiuni discrete este:

X X1 X2 Xn
y
Y1 P11 P21 P31 Pn1
Y2 P12 P22 Pn2
ym plm I:)Zm pnm

Este evidentztrebuie & avem egalitatea

Zm: Zn:pij =

j=1 =1

Definim acum variabila aleatoare cu dodimensiuni continui.
Probabilitatea pentru ca valoarea variabilei alae¢obidimensionale
(x, y) sa verifice inegalittile:

X < x < X+ AX,
va fi notat astfel:

y <Y< y+ Ay,

P(x < x< X+ AX ; y < y< y+Ay),
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Definisia 1. Funaia f(x, y) se numegte densitate de probabilitate
a variabilei aleatoare bidimensionakey) daci avem egalitatea
aproximativ oarecare:

P(x < x< X+ AX: Yy < Y<y+Ay) = f(x, y)AxAy (VII 82)
Formula @) este analoagformulei:
P(x< x< x+ Ax) = f(x)Ax
pentru o singu dimensiune.
Consideim un sistem rectangular de coordonake Qy). Dac

reprezentm valorile variabilei aleatoare x(y) prin punctele planului
corespunitor lui x si y expresia:

P(x< x< x+ AX; y< y< y+ Ay)

va reprezenta probabilitatea pentru ca variabilaeatlare
bidimensionala X, y) si ia o valoare corespuatare unui punct
apatinand dreptunghiului hgurat.

A
y
y+AY o
N
0 X

Vom spune astfel & valoarea variabilei aleatoare “cade in
domeniulAS’. De aceea se mai noteazsi astfel:

P(x< x< x+ AX; y< y<y+Ay) cuP(x,y OAS) (VII 83)
Cu aceastnotaie relgia (VII 82) se scrie sub forma:

P(x,y O AS) = f(x, y)AS
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Teorema 1. ProbabilitateaP[(x,y) O D] pentru ca variabila
aleatoare bidimensional(x, y) de densiti de probabilitatef(x, y) sa
apatina domeniuluiD, se exprim cu ajutorul unei integrale duble a
functiei f(x, y) de domeniuD, altfel spus

P[(x,y) OD] = [[f(x y)dxdy (VI 84)

D

Demonstragie: Tmpartim domeniulD, asa cum se face in studiul
integralelor duble, Tn suprafe elementares. Pentru fiecare suprata
elementai, scriem egalitatedVIl 83) si insumam cei doi membri ai
egalititii obtinute. Fiind dat:

Yas=D i Y P[(x,y)das] = P[(x,y) OD]
vom olzine o egalitate aproximativ
P[(x,y) OD] = f(x, y)AS
Trecand la limiz Tn membrul secund a acestei ultime edailitvom

obtine in membrul secund o integiiatiubli Tn virtutea propriettilor
numerelor integrale astfel:

P[(x,y) OD] = [[f(x y)dxdy

Teorema este demonstiat

Remarca 1 Dac domeniulD este dreptunghi limitat de dreptele
X=d, Xx=B,y =y, y =290, atunci:
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_

0 a B

v

Pla< x<B; y< y<®d) = [ [f(xy)dxdy (VIl 85)

RN =R
X C—y

Remarca 2.De asemenea, din egalitattavem egalitatea:

400 +oo

j j f (x, y) dxdy=1

—00

deoarece faptul ca o variabialeatoare bidimensionsaki ia o valoare
oarecare

este un eveniment cert. Acolo unde fuacf(x, y) nu este defini,
vom pune
f(x,y) = 0.

Daca domeniul D se compune din mai multe dreptunghiuri de
forma din figura:

A

y

Fig. 29

D> Ds

v

0

probabilitatea pentru ca variabila aleatoateapatina unui astfel de
domeniu este determiriaitca sum a probabilisitilor calculate pentru
fiecare din dreptunghiuri, altfel spus, ca sumantegralelor definite
de-a lungul fiegdrui domeniu dreptunghiular.
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P[(x, y) OD] =PI[(x,y) O Di] +P[(x,y) O D;] +P[(x,y) O Dg]

Exemplu Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoar
bidimensionale este datle formula:

1
T L+ X)L+ y?)

f(x, y) =

Si se determine probabilitatea pentru ca valoareaiabdei
aleatoare & apatina dreptunghiului limitat de dreptebe= 0, x=1,y =
1 y=13
J3

Solusie. Tn virtutea formulei(VIl 85) obtinem

1

Po<rt Gy [
= 77_12'1.13);21:]114('“3//2 = n—lz arctg xf arctg yl/?:/§ =
SRS
Definigia 2. Funaia
F(x, y) = | f(uv)dudy (VI 87)

—00—00

se numete fungie de repartie a variabilei aleatoare
bidimensionaleg, y).

Este evident & functia de repartie exprima probabilitatea pentru
ca (X « : y <y), altfel spus:

F(x, y) = P& <x, y <)
Geometric vorbind, funca de repartie exprima probabilitatea

pentru ca variabila aleatoare bidimensiansd apatina patrulaterului
hasurat pe figura
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X,y

N
=

v

.

Utilizand teorema de derivare a unei integrale sgege relaia dintre
functia de repartie si densitatea de probabilitate

Densitatea de probabilitate a unei variabile alaegdidimensionale
este egal cu derivata mix@ de ordinul doi a fungei de repartiie.

24. Legea normah de distributie pe un plan

Definigia 1. Distributia variabilei aleatoare bidimensionale se
numete normal daa densitatea de probabilitate corespitoare
acestei variabile aleatoare are ca expresie:

1 20} 207

2mo,o,

f(x.y) =

Graficul acestei fung@i este urnatorul:
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i f(x,y)

v

Centrul de dispersie al variabile aleatoare aaec lege este datde
(VII 89) este punctul(0,0). Dac centrul de dispersie este situat in
punctul(a, b) atunci legea de distrilpie este:

_(x=a)® _(y-b)?
1 207 207

e
2mo,o,

f(x,y) =

Valorile o, si o, se numesabateri pitratice medii principale

Scriem formula(VIl 89) sub forma:

R BN (VI 90)

1
f(x,y) = ———
0N = e Y

Se poate de asemenea considéxay) ca produsul dengitilor a
doua variabile aleatoarex si y distribuite dug o lege normai.
Determirim, de asemenea, gain cazul unei variabile aleatoare cu o
singua dimensiune, abaterile probabile principaks; si E,, ale
variabilei aleatoare cu dawimensiuni. Cum

E=pJ20
avem:
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Ec= pJ20, si E=pJ20, (VII 91)

Inlocuind Tn formula(89) valorile lui o, si o, din (91) obtinem:

fi(x,y)= £ e =& (V11 92)

X + Y = -0 constanta. (V11 93)

(vom avea atuncf(x, y) = ct.) Liniile de nivel sunt elipse aleaoor
semiaxe sunt respectiv KEsi KE,

Centrele elipselor coincid cu centrele de disper#iceste elipse
se numescelipse de dispersieAxele lor suntaxe de dispersieSe

numete elipsa unitara de dispersieelipsa ale #&rei semiaxe sunt
respectiv egale cu abaterile probaliesi E,.

Se ohine ecuaa elipsei unitare punand in egie(VIlI 93) k= 1.

* + Y -1 (VII 94)

Se numete elipsa total de dispersie elipsa ald@irei semiaxe sunt
4Mx si 4My. Ecuaia acestei elipse este astfel:

S | (VI 95)
(4E,)*  (4E))?

Vom afata in paragraful uritor ca probabilitatea pentruicvariabila
aleatoare bidimensional@ spatina elipsei totale de dispersie este égal
0, 97, altfel spus, & evenimentul este un eveniment practic cert.
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25. Probabilitatea pentru ca o variabih aleatoare bidimensionai
cu distributie anormala sa apartina unui dreptunghi cu laturile
paralele cu axele principale de dispersie.

Fie:
X2+y2

,02 _pz(? E)
TE E

e -7
Xy

fix.y) =

Dupa cumstim probabilitatea pentru caariabila aleatoareasapatina
unui dreptunghi limitatx = a ; x =B ;y =y ;y =0 este dat de
expresia:

2 2
2 )

_ — a J 5 2)
Pa<x<B; y<y<®=[[L e = “dxdy (VII 96)
By

Relaia (97) mai poate fi scrissi astfel:

_ 2

- N 8 op PH b p AL
P(a < x<B; y< y<)Jd) =_[ TrE e deD_[ \/_?e " dy (VI 97)
a X y y

Dar conform definjiei functiei reduse a lui Laplace, rala (VII 97)
devine:

O o L
=)-eE)] (VI 98)

y y

— - ] m] O
Pa < x<B; y<Yy<d) = 5[0(L)-0c)] o
Daci Tn aceadt ultima formuld punem

a=-e ;B=e;y=-6,;0=6

adici daa consideim un dreptunghi cu centrul in originea axelor de
coordonate, formul@&Vll 99) va lua forma:

P(-e1 < X< @1 -6 < Y< &) = o(2)d(2) (VI 99)

X y
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Remargi: Se poate de asemenea rezolva problenisirig
probabilifitii pentru ca variabilele aleatoarea sapatina unui
dreptunghi de drepte paralele cu axele de cooraoiraffelul urnitor.
Faptul & variabila aleatoare cade in dreptunghi este unnievent
compus, consistand Tn aceea @oui evenimente, independente sunt
simultan realizate: faptul de a apae bandei independente
- e, < x< @, si faptul de a apaine bandei & < y< e,

(Pentru simplificarea scrierii considan un dreptunghi al&aui centru
este in originea axelor de coordonate). Presupun&rdensitatea de
probabilitate a variabilei aleatoasesi fie

2X2

- P =
fx) = Le’©

Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoprsi fie

o 2
fo(X) = \/;;E e o
y

Calcubkm probabilitatea pentru ca variabila aleatoareagatina benzii
-e < x< e sibenzii -e,<y<e

Dar:
— O el
P(-e1 < x< ) = CD(E)

X

_ T e
P(te, < Yy<e&) = ‘D(E—2

y

Probabilitatea realiazii simultane a acestui eveniment, atli faptului
ca variabila aleatoareaadi in dreptunghi este:

Pla< x<p; y< y< d) = P(-e; < x< e,)0P(-e; < y< €) = C%(S)C%(%)

Adica am ohinut formula(VIl 100).
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26. Probabilitatea pentru ca o variabih aleatoare bidimensionai
si ia 0 valoare ce apatine elipsei de dispersie

In teoria erorilor trebuie considegatrmitoarea problem Si se
calculeze probabilitatea pentru ca o varialaleatoare, de exemplu o
eroare de observare dintr-un plaa,apatina elipsei de dispersie:

2 2
AN SRS (V11 100)

2+ 2
Ex® Ey

daa densitatea este date formula(VIl 92). Dupa formula (VII 83)
obtinem:

2 y2

P[(x,y) OD] = || ﬂé) ZE epLE} dxdy. (VI 101)
D X —y

unde domeniuDc este limitat de elips&Vll 100). Facem schimbarea
de variabik
X = Ewu : y = Ev
In acest caz elipsaDe se transforr Tn cerc. lacobianul
transformarii este:

du

D(uyv) _|dx dy| _ |E O _
= = = EE VIl 102
D(x,y) | dv dv 0 E, =y ( 02)

E(dy

| = EXE, , si egalitatea(VIl 101) va lua forma:

P[(x,y) O Dg] = %ﬂ p2e I dudv. (VI 103)
De
Trecem la coordonate polare Tn acédadtima integrak:

u=rcog, V=rsip

Membrul secund al egaifitii (VII 104) va avea atunci forma:
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2

N K 2,2
Plk,y) ODe] = = [ p*e* rdrdp
o 0

SR

Efectuand calculele Tn membrul secund tiobm expresia
probabilifitii de aparteneta a elipsei de dispersie:

P[k,y) O De] = 1-e** (VI 104)
Consideim un anumit caz particular. Probabilitatea de
aparteneth la elipsa de dispersie se vatime punandk = 1 in formula
(VI 104).
P[(x,y) OD]x=1 = 1-e*'=0,203 (VII 105)

Probabilitatea de a seig Tn elipsa total de dispersie, se oine
pentru k = 41n formula(VIl 104).

P[(x,y) OD]x=a = 1- %= 0,974. (VIl 106)
DacaE,= E, = E, atunci elipsa de dispersie a [(MIl 93) va fi
x> +y* = k°E? (VI 106)

Definigtia 1. Se numete abatere radial probabik un nunir Eg
astfel ca probabilitatea pentru ca o variabila tdaee cu doé

dimensiuni aparnand cercului de razB = Er sa fie egah cuE1

Din definitie rezuld ca R = Er este determindtplecand de la
relagia:

Din tabele gsim valorile fungiei exponemiale

ErR=1,75E
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27. Probleme ale statisticii matematice. Material tatistic.

Rezultatul observdlor si inregistarilor fenomenelor aleatoare in
masi permit $i se ohini date statistice sau material statistic. In
particular, acest material statistic poate fi caoost din erorile
diferitelor masuratori.

Dac marimea observdt este o variabll aleatoare, atunci ea este
studiati prin metodele teoriei probabilifii. Pentru a Tpelege natura
acestei variabile aleatoare trebute s cunoasclegea de distribye.
Determinarea legilor de distripe a cantiftilor considerate si
estimarea valorilor parametrilor distribei cu ajutorul valorilor
observate constituite obiectstatisticii matematicii.

O alta problena a statisticii matematice corisin elaborarea de
metode de tratargi de analiz a materialului statistic Tn scopul
obtinerii unor concluzii date indispensabile orgairiz procesului
optimal la care particgpmarimile considerate.

Citam cateva exemple ale obsetwar realizate pe diferite
fenomene ce permit gimerea in final a materialului statistic.

Exemplul 1 Tn cazul efectarii unor masurtori a lungimii unei
marimi se ohin diferite valori ale acestei lungimi. Aceste valoor fi
numite valori observate.

Diferenta dintre valoarea veritaliilsi cea observat se numete
eroare de misurare Deci cele spuse mai sus pot fi studigtesub
denumirea deeorema erorilor
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28. Serie statistica. Histograma.

Materialul statistic obnut Tn urma observalor se geaz intr-un
tablou format din do#i linii. Tn prima linie se aeaz numarul
masuratorii, iar Tn cea de-a doua, valoarearimii masuratex;. Un
astfel de tablou se nunte serie statistia simpl.

Daa numarul de niisuratori este mare atunci aceastnaliz este

[ 1 2 3 | [ n
Xj X1 X2 X3 X verrrnaaeees | Xp

greoaie. Din acea®tcauza se efectueazo grupare in felul urgtor: se
Tmparte tot intervalul valorilor ainute pentru cantitatem in intervale
mici egale (@ a), (&, &),...., (8.1, &) si se marcheaz cu my
numarul de valori ale luix care cad Tn intervalul (a, a&). Numarul

M = e (VI 108)

este funga relativa corespunitoare intervalului (a1, &). Este evident
ca

$pr=t (VI 109)

k=1

Cu ajutorul acestor rezultate se formgam tablou din trei linii. Tn
prima linie ne sunt indicate intervalele, in lineadoua nurirul my

. . -~ . m
care-i corespunde, iar in a treia freciga —*=p"
n

Interv. (& a) | ...... (1, &)} ..... (a-1, &)
m m; me [ ... my
P, P, Pe | . P,
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Se spune astfelacam efectuat gruparea. Se poate realsza
geometric in felul urritor: pe axaO, se noteax puncteleay, a;, ay,
as,.. &,.. a. Pe segmentul
(ak.1, &) luat ca baiz, se construige dreptunghiul aarui arie estey,

Figura astfel obinuta se numete histogram.

[ | [ 1
doA; hp A3 Adgds Tg Ay Ag g

v

Pe baza grujpii si a histogramei se constryte cu o anumi
aproximaie funaia de repartie empiria.

Prelucrarea ulterioara datelor se face in felul uator: se noteax
cu xx mijlocul intervalelor (ai, &), si se estimeax ca aceasta este
valoarea rezultatin urma unei rsurarii care se repéat de my ori.
Dupa care se Tnlocuige tabloul corespuritor regrufgrii, cu urmatorul
tablou:
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Py P, [ Pe e p’

Aceasti prelucrare se realizeazpresupunand & toate valorile din
interiorul intervalului (a1, &).sunt apropiate unele de altele, astfel le
putem estima cu absciga din mijlocul intervalului.

Exemplu. Se efectueaz 100 de msuratori ale lungimii unui
obiectiv, al @ror rezultate dau dupgrupare urratorul tablou:

Interv. 80-110 110-140 140-170 170-20800-230 230-260
260-290

my 2 5 16 24 28 18
6

Py 0,02 0,05 0,16 ,2 0,28 0,18
0,06

Utilizand rezultatele grujrii, vom construi reprezentarea grafica a
serie statisticii, iar apoi tabloul uétor:

Xk 95 125 155 185 215 245 275

m 2 5 16 24 28 18 6

Py 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28,18 0,06
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0,28

0,24

0,16 0,06

0,05

0,02

0,01

v

29. Determinarea valorii acceptabile a unei drimi m asurate

Presupunem xrezultatele rasuratorii unei anumite rarimi sunt
X1, X2, ..., X,. Acestea pot fi considerate ca valori particulaie
variabilei aleatoare.
Se adopt ca valoare acceptabil a misuratorii, media aritmetig a
valorilor okinute.

mo= =2 (VIl 110)

Valoarea m'se numete medie statistic Daca nurarul de

masuratori n este mare se utilizeaznaterialul tabloului considerat in
fig. 28si se calculeaz m] in felul urmator:

0 Xxm +XxX,m, +...... + Xem, + ... + Xam,
X

m
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sautinand seama de (109) pbem:

A~
m’ = 3 xc p; (VI 111)

k=1
valoarea obnuta se numegte medie ponderat

Remarai. In cele ce urmedzvom nota rezultatele calculelor cu
ajutorul formulelor(VIl 111) si (VII 112) cu aceed litera. Aceasi
remaré se refed si la formulele (VII 113) si (VII 114). Se poate
demonstra £ Tn anumite ipoteze restrictive media statistt;mde spre
probabilitate candn- o spre spera@ matemati@ a variabilei
aleatoarex.

Determiraim acumvarianfa empiriai.
Prin defintie ea este datde formula:

n

Z(Xi _mE)z

Aceasi marime caracterizedz dispersia valorilor variabilei
observate.
Daca se utilizeaz materialul tabloului de la fig. 28, variga statistia
este dat de formula

Zn:(xi _mE)
D= —— (V113)

Exemplu S se determine media statistigi variana statistia al
materialului statistic de la exemplul din fig. 28.
Solusie. Utilizam formula(VIl 111) si obtinem:

anxi ix. p’
mfz% =< '"=950,02 + 125% 0,05+ 2150,28 + 245 0,18 +

2750,06 + 3050,01 = 201,20

353



In virtutea formulei(VIl 113) avem:
= R - S
DD[X]=w=Z(Xk—m;)pk =08 0,02+ 128 0,05+ ...+
k=1

+27% 0,06 — (201,20) = 1753,56

30. Determinarea parametrilor legii de distributie. Teoria lui
Liapunov. Teorema lui Laplace

Fie x o variabik aleatoare de exemplu, rezultatul uneésmri, a
cantitatii de masurat, 5 eroarea comis in timpul masurarii. Aceste
cantititi sunt legate prin retéa:

J= X-a; x= a +J (VII 115)

Numeroase experiedsi observaii arati ca daa se elimiri erorile
sistematice, adic erorile constante pentru toateaswratorile (de
exemplu eroarea datogitinstrumentelor)si daci se elimira erorile
grosiere, erorile de asurare urmeazo lege de distribtie normai al
carui centru de distribgie este in originea axelor de coordonate. Acest
fapt este de asemenea confirngiatle considergi teoretice.

Daci o variabik aleatoare este suma unui nirnmare de variabile
aleatoare, aceastsuni este, ih anumite congii restrictive, supus
unei legi de distribtie normaf. Aceasi asetiune este formuldat sub
forma de ,teorema limitei centrale” stab#itde Liapunov (1857-
1918). Vom enuta aceasitteorend sub o forma oarecum simplificat.

Teorema l1.Daac variabilele aleatoare independemgx,,..,x, au
aceeal lege de distribtie de sperafi matematiéd a (se poate luaafa
a restrange generalitatea @a 0) si variantac® candn creste indefinit,
legea de distribgie a sumei

3%
— izl

Yn on
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Va diferi atat de ptin cat vrem noi de la legea normaly, este
normat astfel incaM[ y ]= 0, D[y, ]= 1.

Importana practi@ a teoremei lui Liapunov constin cele ce
urmeaa. Se consider o variabik aleatoare, de exemplu aleatoarea
unei cantisiti de o valoare dat aceast depirtare se datoredzagiunii
simultane a numero factori aleatori, care dau fiecare o contrileula
abatere. Toate aceste componente ne sunt necueostui cum se
poate de asemeneai die necunoscutesi legile de distribtie a
variabilelor aleatoare ce constituie abaterea dlbloa urmeax o lege
de distribyie normaé.

Din teorema lui Liapunov rezult ca dad Xi,Xp,...Xn sunt
rezultatele msuratorilor unei anumite cantiti (fiecare dinx; este o
variabila aleatoarg atunci variabila aleatoare defiditde media
aritmetica

" (VIl 116)

va urma, pentru un suficient de mare o lege cat mai aproape de legea
normak dac variabilele aleatoare urmeaziecare aceea lege de
distributie.

Teorema &#méane valabd de asemenea pentru sumele de variabile
aleatoare care urmeazegii de distribdwie diferite in anumite condi
complementare care sunt general Tndeplinite pewnamiabile aleatoare
pe care le consida&m in practi@d. Experiena arafi ca pentru un nurir
de termeni de ordinul a 10_ se poate deja esttihsuma lor este
distribuita normal.

Notam prin a si o2 valorile aproximative ale spergmi
matematice si ale varianei. Putem scrie legile aproximative de
distribuie a variabilelor aleatoare

J si x:

< 1_1 o°
f == —— VII 117
(3) =20 _ewt2) (V11 117)
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2

f(X) = %E—I\/%Texp(— (X‘_"f) ) (VII 118)

20

Parametrul a este determinat plecand de la datele experimentale

conform formulei:
iﬁ (VI 119)

i1 N

Fara a ne opri asupra demonstratiei indicam careatenatural de a estima
parametrulc dupa formula:

Zn:x a)

n-1

g — —

Exemplul 1 Sa se dea expresia legii de distributie a valeabi
aleatoare cu ajutorul rezultatelor masuratorilorldeexemplele 28 si
29.

Solutie. Dupa calculele efctuate deja avem:

a = m’= 201
o = " po=190754= 1771
n-1 9¢
o = J1771= 41
Inlocuind aceste valori in formula (3) ghem:
f(x)= L (x-207)°2
() Jz_ xpC 211771)

Remargi. Daca am ohinut fungia de distribgie empiricd a unei
anumite variabile aleatoang se poate rezolva problema apartgeen
ei la legea normal in felul urmitor. Fie date valorile variabilelor
aleatoare:

1X X2, ... Xn

Determiram media aritmeti& a cu ajutorul formulei(VIlI 4).

Calcubm apoi variabila aleatoare centtat yi, Yy, ....Yx
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Formam o serie de valori absolute ale luiiy ordine cresitoare.
Dac n este impar, se adapta eroare medidanE,, valoarea absolat

ly.| Tn seria valorilor absolute, care figuréaca al (n7_1+1) rang si

daca n este par se adaptpentru E,, media aritmetig a valorilor
absolute a cantitilor ce au rangulg Si g+ 1.

Evaluam mai departe eroarea aritmetimedie dup formula

d{"m (VII 121)

__ n y
= ' VIl 122
R DI ( )
. : . E . E
Se obtin in sfarsit raporturlledﬂ3| —_,
g

Pentru o variabfl aleatoare ce urmeazo lege de distribye
normak, raporturile% s 5 sunt egale respectiv cu 0,8453 si 0,6745.

Daci intre rapoartele calculatge cele de mai sus exisb diferenia mai
mica de 10% se adoptconvenional i y este o lege normal

O consecit a teoremei limitei centrale este importanteorema
lui Laplace care stabij¢e probabilitatea pentru ca un evenimeafie
realizat nu mai pun dea ori si nu mai mult def ori.

O enunam fara si o demonstm :

Teorema 2(a lui Laplace). Dax se efectueazn probe independente
astfel ca probabilitatea de realizare a unui evemid este egdl cup
pentru fiecare dintre ele, avem rgéa:

_1 B-np | | a-np
Pla<m<p)= E[ % nqu % npq]] (VIlI 123)
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Undem este nurarul de realizri a evenimentuluiA, g= 1-p, P@@ <m

< B)este probabilitatea pentru ca namnul de realizri a evenimentului

A si fie impus intrea si B.

Funaia @(x) este definii deja.

Exemplul 2 Probabilitatea rebutului Tn cazul fabird unor anumite
piese este de 0,013 se determine probabilitatea pentru ca din 1000 de
piese luate la intamplare ndnul de piese defectuoase swu fie
superior lui 20.

Solusie. In cazul considerat avem :
n=1000; p=0,01; q=09a=0;=20
Vom gasi atunci:

a-np _ 0-10 _

o “Tajes 225

L-np _20-10 _

J2/npg V2499

cu formula (124) ofinem:

225

P(0< m < 20)= %[qp(225)—qp(— 225)|= ¢(2,25) = 0,9985
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