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Prefara

Aceast lucrare a fost realizat cu sprijinul corporaiei ,Paul & Co.” si se
adreseaZ unor anumite categorii de persoageanume elevilor de liceu care dorest s
si aprofundeze cuntinzele in domeniul matematicii. De asemenea adesintez,
scurti si la obiect, a fungei de gradul Il este foarte ugilelevului modern din ziua de
astizi care nu se omodrcu nvifatul si doreste si faci intr-asa fel incat § scape cat
mai repede. Lucrarea degfanu numai g-l face @i refing esemialul intr-o perioadi
relativ scurti, ba chiar il poate atragej pe viitor, cu sigurapi va rezerva mai mult timp
studiului.
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A. Partea teoreticd
1. DEFINITIA FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA. EXEMPLE

Definitie. Fiind date numerele realea,b,ccuaz0, functia f : R - R definita prin
formula: f(x) = ax? + bx + cse numate funcfie de gradul al doilea cu coeficientii a, b,
C.

1) Deoarece domenigl codomeniul fungei de gradul al doilea eskevom
indica aceadétfungie astfel:
f(x) =ax2+bx+c sau y=ax2+hbx+c
2) O fungie de gradul al doilek: R - R, f(X) = ax2 + bx + c este perfect
determinai cand se cunosc numerele reale a, b,zc(qp
3) Trebuie 4 obserdm ci in defintia funaiei de gradul al doilea congha Z0
este esdrala in sensul £ ipoteza a = 0 conduce la furecde gradul Tntai,

studiat in clasa a Vlll-a.
4) Denumirea de fune de gradul al doilea provine din faptdl &€ste defini
prin intermediul trinomului de gradul al doilex? + bX + c.

Exemple de funit de gradul al doilea

1) f1(X) = 7x2-9x + 10, (@a=7,b=-9,c=10);

2) fo(X) = v2x2 + v2x + 1, (@=v2,b=v2,c=1);

3) fz(x) =0.51x2 - 2x, (@=0.51,b=-2,¢c=0);
4) f,(x) =x2+ 0.31, (@=1,b=0,c=0.31);

5) f5(x) = -x2 - 5x — 0.31, (@=-1,b=-5 ¢=-0.31).

2. VARIATIA Si REPREZENTAREA GRAFIC A A FUNCTIEI DE
GRADUL AL DOILEA

» Forma canonici
Reamintim @ pentru orice X1 R
ax? + bx + ¢ = a[(x + b/2a)? - (b2 - 4ac)/4a?]
Rezult ca pentru orice X1 R, avem
f(x) = a[(x + b/2a)? - (b2 - 4ac)/4af])

Membrul drept al egalitii (1) se numgte forma canonig a fungiei patratice.
Numarul A = b2 - 4ac, discriminantul ectigi asociate (ax2 + bx + ¢ = 0), se mai ngtee
discriminantul fungei pdatratice.

Obserdam ci f(-b/2a) = Alda

Exemple

a) 2x2-x+ 3 =2[x?-1/2x + 3/2] = 2[x? - 2*x*1/4% 1/16 - 1/16 + 3/2] = 2[(X -
1/4)2 + 23/16] = 2(x — 1/4)? + 23/8;

b) -3x2 - 4x + 5 = (-3)[x2 + 4/3x - 5/3] = (-3)[x? +2/3x + 4/9 - 4/9 - 5/3] = (-
3)[(x + 2/3)? - 19/9] = (-3)(x +2/3)? + 19/3



» Maximul si minimul
Exemple
a) f:R-R, f(x) =2x2-x- 3. Aveni(x) = 2(x - 1/4)?2 + 23/8[1 x O R, decif(1/4) =
23/8si f(x) = f(1/4),0 x O R.
Rezult ca 23/8 esteeea mai mig valoaresauminimulfungiei f pe R.
b) f: R-R,f(X) =-3x2-4x + 5. Aveni(x) = -3(x +2/3)2 + 19/3[1 x I R, decif(-
2/3) = 19/3si f(x) < f(-2/3),0x O R
Rezulti ca 19/3 estecea mai mare valoarsaumaximulfungiei f pe R.
In general, avand in vedere forma canaridungiei patraticef(x) = ax? + bx + Gi
faptul & f(-b/2a) = A/da, rezuli ca pentru orice X1 R
f(x) - f(-b/2a) = a(x + b/2a)?
Constaim ci semnul diferetei din membrul stang depinde de semnul #nuhi a,
deci pentru orice xI R avem:
o daa a > 0,f(x) = f(-b/2a), decf admite uminimpe R;
o daa a < 0,f(x) <f(-b/2a), deci admite utmaximpe R;

Fie fungiaf: R->R,f(x) =ax2+ bx +c, & 0.
o Daci a > 0,minimulfungiei f pe R este A/4a =f(-b/2a) iarpunctul de minim
este —b/2a.
o Daa a < 0,maximulfungiei f pe R este A/4a =f(-b/2a) iarpunctul demaxim
este —b/2a.

» Sensul de variaie (intervalele de monotonie)
Exemplu. Vom studia intervalele de monotonie afedfiilor g si h definite pe R,
g(x) =x-2+3sih(x) =4x+ 3 + 1. Avem:
gx)=x+1,x=2 h(x) =-x-2, % -3
-X+5,x<2 X+4, x<-3

Fungia g areminimulin punctul x = 2 (g(xe g(2), adi@ |x - 2| + 3= 3 saulx - 2| =
0, 0 x O R) si este strict descresiare pe (»; 2], strict cresatoare pe [2; +0).

Fungia h aremaximulin punctul x = -3 (h(-3),J x [ R) si este strict crestoare pe
(-o0; -3], strict descresitoare pe [-3; +0).



Fie fungiaf: R-R,f(X) =ax2 + bx + c, & O.

Dac a > 0, atuncf areminimpe Rsi vom afita ¢i se compott analog cu funga g.
Dac a < 0, atuncf are unmaximsi vom afita G se compott analog cu funga h.

Fie u, vI R, u# v. Raportul de varige asociat luf si numerelor u, v este

(f(u) =f(v))/(u-v) = (au? + bu - av?2- bv)/(u - v) = a(wy+b

Sa studiem semnul raportului de vareain cazul a > 0.

Daci u, v (-o; -b/2a], atunci din « -b/2a, v< -b/2a, rezult u + v< -b/a sau a*(u
+Vv) + b< 0. Avem a*(u +v) + b =@ u=v =-b/2a, situge care nu poate avea loc,
deoarece prin ipotaai # v. Rezult a*(u + v) + b <0, deci in cazul a >f0gste strict
descresitoare pe (»; -b/2a].

Daci u, v [-b/2a; +x), deducem analog a(u + v) + b > 0, deci in cazubaf este
strict cresétoare pe [-b/2a; o).

In mod analog se studiazazul a < 0.

Fie fungiaf: R-R,f(x) =ax2+ bx +c, & 0.
o Daa a > 0, atunci funga f atingeminimulin punctul —b/2ai este: strict
descresitoare pe (»; -b/2a], strict cresitoare pe [-b/2a; +0);
o Daa a < 0, atunci funga f atingemaximulin punctul —b/2ai este: strict
cresatoare pe (»; -b/2a], strict descrestware pe [-b/2a; +0).

» Reprezentarea grafié a functiei patratice
Conside#im un reper in plan. Reprezentarea geadidungiei f : R- R, f(x) = ax2 +
bx + ¢, a# 0, adié mukimea punctelor Mx, y) ale c¢iror coordonate verificrelgia y =
ax? + bx + ¢, este o cutlmumiti paraboli. Vom nota aceastcurli prin X;.

A. Condyia ca un punct din plangsaparindg curbei X;
Fie M (p, 9 un punct din plan. Punctul kb, g) apatine curbeiX; dad si numai
daa q =f(p), deci g = ap? + bp + c.
Daci g# ap? + bp + ¢, atuneé{; nu trece prin Mg, 9.
Punctul V(-b/2a,A/4a) apatine curbeiX; pentru @ -A/4a =f(-b/2a)si se numete
varful parabolei.
Exemple
e A(2,-3)UXf=>-3=4a+2b+c;B(-1,0) X =>0=a-b+c.
e a+tb+c=0C(1,00X;;a-b+c=2=>D (-1, 2)0 Xs

B. Axa de simetrie a curbeX;
Fie o fungie f : R— R. Dreapta de ecua x = h estexi de simetrie pentru curba
reprezentatid a fungiei f dac
f(h + x) =f(h - x),0x O R.
Daa are loc relga f(-x) =f(x), 0 x 0 R (avem h = 0), atunci curba este simatfic
raport cu axa Oyi f este o funge para.



Fungia patratica f : R— R, f(x) = ax2 + bx + ¢, & 0 verifica relaia
f(-b/2a + x) =f(-b/2a - x),[0 x [ R.
ceea ce se poate demonstra direct sau utilizanthfoanonia.

Curba reprezentativa fungiei f : R— R, f(x) = ax? + bx + ¢, & 0 admite caxi de
simetriedreapta de ectia x = -b/2a.
In particular, dazb = 0,f(x) = ax? + ¢ este o fuiie para.

C. Intersegia curbeiX; cu axele de coordonate

Sestie ca Ox ={(x, )X OR, y=0}, iar Oy ={(x, y)x =0, yOI R}.

Rezult:

MX YOXfnOXey=axt+bx+giy=0< ax?+bx+c=6iy=0.

MX YOXfnOy=y=ax?+bx+agix=0< x=0siy=c.

Dupa cumA = b? - 4ac este strict pozitiv, nul sau strictaieg ecugia ax? + bx + ¢
= 0 are doa soluii reale x si X, 0 singu#l soluie reah x = -b/2a, respectiv nici o sala
reakb.

In consecirg:

. daa A > 0,Xs n Ox ={A(X3, 0), B (%, 0)};
. daa A =0, Xt n Ox ={A (-b/2a, 0)};
. daa A <0,X;n Ox =@.

De asemenea, reprezentarea giiadioricrei fungii patratice intersecteédzaxa Oy,

si anume
Xi n Oy ={C(0, c)}
Pentru ¢ = 0, curba asodcidtingiei f(x) = ax2 + bx trece prin originea reperului.

» Trasarea curbei reprezentative a unei fungii patratice
Pentru a reprezenta grafic o faegatraticif: R-R,f(x) =ax2+ bx +c, &0
adici pentru a trasa curba sa reprezeniafiy, numiti parabai, se procedeaziupi cum
urmeaz.
1) Se determifsi se inscriu intr-utiabel de varigie coordonatele unui nuimn
finit de puncte ale curbe{;, printre care este biné se afle:
v punctele de intersge ale curbei cu axele reperului;
v" punctul V (-b/2a, A/4a), varful parabolei.
2) Se repreziritaceste puncte intr-un reper al planului, aleekbstEat 8 putem
figura toate punctele.
3) Se unesc punctele reprezentate printr-ozadntinu, tinand cont de:
v Intervalele de monotonie ale furet patratice;
v' Simetria curbeK; in raport cu dreapta de egeax = -b/2a.
Cu ajutorul curbei astfel ginute, putem otine o buid aproximare a coordonatelor
oricarui punct al curbeX;.

» Semnul fungiei patratice



. CazulA>0

X -00 ] X +o
f(x) | semn a0 semn contrar &0 semn a
Il. CazulA=0
X -00 -b/2a ot
f(x) semna 0 semna
lll. CazulA<O0
X -00 40
f(x) semn a

B.Partea aplicativa

1) Sa se construiagictabelul de varige si reprezentarea grafia urniitoarei fundgii
f:RoR,f(X)=x2-4x+3A>0,a>0)

F(x)

2)x2-2x—8=(x-1)?-9
f.c. = a[(x - b/2a)? Al4a?]
X2-2x-8=[(x-1)?2-36/4]=(x+1)?-9
A=4+32=36

3) f:R-R



f(X) = px2- (p?2-6)x + p2-1=min x, X =5/2
p>0
y (min) =f(5/2) = Alda
f(5/2) = p(5/2)? - (p2 - 6)*5/2 + p2- 1
=-3/2p2 - 25/4p + 14
A=p'—12p2+ 36 — 4(p3- p) =
=-12p2-4p3 +D+ 4p + 36 =
-Alda = (12p2? + 4p3 -p 4p - 36)/4p
-p' + 4p3 + 12p2 - 4p — 36 = 4p(-3/2p? + 25/4p + 14)
-p° + 4p3 + 12p? - 4p — 36 = -6p3 + 25p? + 56p
-p° + 4p3+ 12p%2 + 6p3 - 25p2-60p-36=0
-p° +10p3-13p2-60p-3=0
p' - 10p3 + 13p2 + 60p + 36 =0
P(-2): 16 +80 +52-120+36=0
Se descompune polinomul din stanga @eudn factori de gradul i se
egaleai cu factorii cu 0. Ecu@ se scrie (p2-5p-6)2=0
=>p?-5p-6=0pm=6;p=-1

N T A

4) f:R-R
f(x) =2x2-3x+1
f(x) O [-1/8, +0), (O) x OR
a=2=>a>0=min
minf = -A/4a = -(b? - 4ac)/4a =-(9 - 8)/8 = -1/8

5 f:R-R
fixX) =x2-8x+12
NOXy=0=>x?>-8x+12=0
A =64 — 48
=165VA=4
X = (-b +VA)/[2a = (8 + 4)/2 = 6A (6, 0)
X=(-b-VA)2a=(8-4)2=2>B(2,0)
NnOy:x=0=>y=12 = C(0,12)
a=1l,a>0x,=82=4
Ymin=-Alda=-1=V (4, -1)
X |-1 0 2 4 6 7
f(x) |21 120 -1 0 5

INSEMN ARI




