Trasarea graficului une functii

In studiul variatiei unei functii $rasarea graficului se parcurg

urmatoarele etape de determinare succesiva a Ugimeete caracteristice
ale functiei:

V.

Domeniul de definitie:

a) Determinarea domeniului de definitie (in cazul egpfor rationale
numitorul trebuie sa fie diferit de zero; in caadlor irationale
cantitatea de sub radical trebuie sa fie cel meno)

b) Intersectia graficului cu axax f(x)=0

C) Intersectia graficului cu ax@y:f(0)=...

d) Calculul limitelor:

lim f =.. Si lim f(x =...

X—>00 X—>—00

Semnul functiei:

a) Determinarea paritatii sau imparitatii functiei(dadunctia este
paraf(x)=f(-x),atunci graficul este simetric fata de axa orddoagte
daca functia este imparg{x)=f(-x), atunci graficul este simetric fata
de originea axelor).

b) Determinarea periodicitatii functiei si, in cazuhttiilor periodice, a
perioadeirl.

c) Continuitatea functiei.

Asimptote:

a) orizontale;

b) oblice;

c) verticale.

Studiul primei derivate:

a) Se determina multimea E’ inclusa in domeniul dendedf, pe care
functiaf este derivabila si apoi se calculefz&).

b) Se rezolva ecuatifa’(x)=0, ale carei radacini sunt, eventual, puncte
critice ale functiei.

c) Se calculeaza valoarile functiei pe radacinile\dai |.

d) Determinarea semnului derivatei |, care da monatéumctiei.

Studiul derivatei a doua:

a) Se determina multimea E™ inclusa in E’, pe carctiaf = este
derivabila si apoi se calculeaza(x).

b) Se rezolva ecuatid "~(x)=0, iar radacinile pot fi puncte de
inflexiune.

c) Se calculeaza valoarile functiei pe radacinile\dai .

d) Determinarea semnului derivateiei Il, care ne davegitatea sau
concavitatea functiei.



VI. Formarea tabloului de variatie a functiei-f tablou in care se trec
pentru sistematizare, rezultateleobtinute la puagieecedente:

X
(%)

f ()

f(x)

VIl. Trasarea graficului functiet: conform rezultatelorsistematizate in
tabloul de variatie — intr-un sistem de axe caetei

APLICATII:

1. Sa se studieze variatia functiilor si sa se reptezyrafic:

a) f(x)=,/|x* -1 -x

l.a)D = (~00,+0);
(= {M— X, dacax [ (~eo,~1) [ (1, o)
ﬂ—x, dacax L[—-1]1]
b)G; n Ox: f(x)=0= ‘xz —ﬁ -x=0
V2 V2

- ‘xz—ﬂ:xz o X -l=tX" =2 =l X=— = A(—Z,O)
2 2
C)G; nOy:f(0)=1 = B(0));
dlim () =[imVx* ~1-x=+o
.* .* S 1 . XP-1-x°
lim fO) =lim~Vx* -1-x=[jm—-==—=0

n-oo n— oo n— oo X2 -1+X

Il f(-=X) =V x> -1+X



lll. asimptoterizontale - spre- «
-spreto y=0
asimptotaoblicaspre-co :y = mx+n

m=im~2 = im 22X im *—=lim

X — —00 X — —00 X — —00 X X — —00 X

n=I|m(f(x)—mX)=I|m(m-x+2X):Iim( X =1+x)=0

= y = —2x esteasimptotaoblicaspre- oo
asimptoteverticale

=-2

X
-1, xO(=c,~1) O (1, 0)
2 _
v, )= VX T
- X1, xO(-13)
1-x?
£.6-D =lim £ 00 =i 1—1——00
D =lim £ =lim = -1
; . X -1 .
fo (-1 = f(x) = -1=—= = M, (-1+1) - punctdeintoarcere
d()ljg()ljgﬁ 0. 1(-1+D)-p
f(-1) =1
.0 = lim £09=lim-—s ~1= - -1= =
S §<:!I.. §21 1 X

1 .
1) = f (x) = — = M, (1,-1) - punctdeintoarcer
L@ = I|[Tl1 (x) = ||m\/— ) =00 ,0-1)-p e
x>1

f@)=-1

F(X)=0= -2 —l:O:x:—%

V1-x2
f (—g) =2= C(—g,\/i)

X -00 -1 0 1 coH
f°x) | - - - eoHo + 0- - - - - -—oo[Hoo + +
f(X) | 400 1 1 0 1- 0

= in -1 si 1 avem puncte de intoarcere.



b)G, nOX: f(x):O:X—:’:O:x—3:O:>x:3 A(30)
X

c)G; n Ox:

d) [im

X - too

I.f(-=x) =

S X*30=x=-3  A(-30)

f(x)=1

f(0)=-3

x-1
= B(0-3

-3
M = f (X) = functiaesteparagdeciaregraficlsimetridatadeaxaOy

1+[x

= estesuficientsastudienfunctiaperestrictiasa]0, )

[ll. asimptotarizontalay =1
asimptotablica:
asimptotaverticala

V. £(X)

:(X—3j _X+1l-x+3_ 4 > = £(x)>0= f estestrictcrescatoape|0,)

X+1

(1) (x+1)

= B(0.- 3) estepunctunghilaralfunctieipeR(datoritasimetriesaldfatadeaxaOy)

V. () =(f(x)= % = —LLl = f(X) < 0= f esteconcavge(0,x)
(x+1) (x+1)
VI.Tabloul de variatie:
X 0 3 oo+
f'(x) | + + + + + o+ + + + 4
' (x) |- - - - - - - - - _
f(x) -3 0 1




2. Se considera functia:
2x% +1

f:D->R f(x):x(x+k)

undeD este domeniul maxim de definitie iRmpartine luiR. Sa se traseze
graficul functieif stiind ca trce prin punctul (1,1).

Demonstratie:

mmNMMaDDGﬁ3f®:1@E§E:L:k22
2
= f(x)= 2x°+1
X(X+2)
= D=R-{-20}

l.a)f :R-{-20} - R
b)G, N Ox: f(X)=0=>2x*+1=0
A <0= G, nuintersectazaaxaOx
c)G; nOy: f(0) =
: . 2x%+1
d f(x)= =2
Nim T =lim- 57

X — *oo X — *oo

2x°+1  _ 2x*+1
(-0)(-x+2)  X(x~2)
[Il. asimptoteorizontale y = 2spret «

asimptoteoblice:

asimptoteverticale

I f(-x) = = f esteoarecare

lim F09=lim 2t =2 <o

X =2 X =2 X(X+ 2) O +

X< -2 X<-2 ) » = X =—2asimptotaverticala
lim 00=lim 2y =g ==
7 o Xx2) 0=




» = X = 0esteasimptotaverticala

lim 00 =i 2x% +1 :_1:_00
'[‘1 Ixm)x(x+2) 0_
x< 0 x< 0
i . 2x°+1 1

f(x)= = =+00
hm =M i) 7o,
x> 0 x> 0

2 ) 2 oy
V. £(x) = 2x°+1 :4x 2X 22
X(X+ 2) x?(x+2)

' (X)=0=4x*-2x-2=0=>x, =1, x2=—%

fO=1 u~§=—2

V.
X -00 -2 -1/2 0 1
f' X)) |+ + + [ + + 0 - - -O--- -0+
f(x) 2 do[ -0 -2 oo Hoo 1




3. Sa se reprezinte grafic functia:
2(x-1)*

f(x) =222
VAX? +2x+1

Demonstrae:
la)f:R-> R

b)G, NnOx:f(x)=0=2(x-1)*=0=x=1 O(0)

c)G, nOy:f(0)=2 A(02)
_2(x-D° 1)?

d)llm f(X) =|Im m =

2(-x-1?
Jax? - 2x+1
lll. asimptoteorizontale

asimptoteblice: y = mx+n

Il f(-X) =

FO) _ s 2(x=1)°

= functiaesteoarecare

=1

_llm Loo XVaAx? +2x +1

2(x—1)% — xVA4xX® +2x+1 _

n, =[im[f(0-x=lim

X— 00 X— 00

NAX? +2x+1

A(x-1)* = X% (4X* + 2x+1)

—|![D VAXZ +2x+1{2(x —1)* +/4x? +2x+1J

-18x° +23x* —16x + 4

=lim
e /4+21+12*H1_1
X X X

9

e 1 1] 4
j + 4+21+12}
X X

=>y= x—%esteasimptota)blicapentrux - +00

m, =lim——

() = [im 2(x-0*  _
X - o0 x-—0 X\ 4X? +2x+1
2(x-1)% + xvJ4x? +2x+1 _

-1

n, =[im[f ) +x=]im

X — —00 X — =00

VAX? +2x+1

A(x-1)* + x*(4x* + 2x+1)

B |![D VAX? +2x+1f2(x —1)* —+/4x? +2x+1]

-18x% +23x*> -16x+4

=lim 1
B O R R [2(1—
X X2

1

X

: =
j + /4+21+i
X X

NG e}



=>y=-X+ % esteasimptotaoblicapentrux — —o

2(x —1)(4x* + 7x+3)

V. f(x) =
) (4x* +2x +1)%?
f () =0=2(x-)(4x* +7x+3)=0=Xx,=1 x,=-1 X,= —%
f@=0 f(- 1)-?-46188 f(—g)—i—463
V. £ (x) = 2(472x +46x:/£;>)
(4x° +2x+1)
f(X) =0= 47x* +46x+5=0= x:%ﬂg:
= X ,=-0854;, x ,=-0125
f(x7)=4625 f(x,)=2805
V. Tabloul de variatie:
X | -0 -1 -0,854 -3/4 , 105 0
f'®xf- - -0+ + + + 0 -- - - - -0+
fox [+ + + +0- - - -0 + + +
f(x) |+0 4,619 4,625 4,630 580 2




4. Sa se reprezinte grafi€érpentina lui Newtdrdata prin functia:

ax
f(X)=—— ,a>0
ax” +1
Demonstrae:
la)f :R - R
b)G, N Ox: f(X) =0= — = =0= ax=0=>x= 0 : 0(00)
ax® +1

c)G; nOy: f(0)=0= O(00)
ax

d) i f(x) =i =0
lim f00=lim 2
ax
. f(—x)=- =—f(x

() == 7 ==f()

= f estefunctieimparadeciG, estesimetricfatadeorigine.
[ll. asimptoteorizontaley =0

asimptoteoblice:

asimptoteverticale

. ax a(ax2 +1)— 2a°x> _—a’x*+1__ -—ax*+1
V. f(x) =( j = = =a
ax’ +1 (ax® +1)? (ax* +1D*  (ax® +1)?
a2
f'(x)=0= a— Xt o A +1=0m x=r b
(ax® +1)2 a
1,_+a 1,._ Ja
fm) =22 fmy=-¥2
(\/E) > ( \/5) >
V. £7(x) = —a?x? +1) _ —2a’x(ax® +1)* - dax(-a’x* +D(ax® +1) _ 2a’x(@’x" -2ax® -3) _
' (ax® +1)? (ax® +1)* (ax® +1)*
_ 2a’x(ax® +)(ax’ -3) _ 2a’x(ax” -3
(ax® +1)* (ax® +1)°
“ 3 3)_+/3 3)|_ +/3a
f7(x)=0= 2a’x(ax’ -3) =0= %, = 0; X,, :J_r\/g; f( EJZTa; f(— E]:_Ta
X -00 - 3/a -1/a 0 1/a 3/a oot
f'(x) |- - - - 0 + ++ 0 - - - -
fFx/- - 0 + + + 06 - - 0 + +
f(x) |0 -3a/4 -al2 0 al/2 3al/4 0




5. Sa se reprezinte grafic functia:

f(x) =¥x? £/a? -x* (CARDIOIDA)

la)a? -x220 « X’ <a’ - x<[d = x0[-[d/al]
f:[-[alfa] - R
- {rﬁ
f,(x) =3/x% +/a? - x?
f,(9 =% -a?-x*
b)G; n Ox: f,(X) =0; W+m>0
= G, nuintersectazaaxaOx seaflain intregimedeasupraxeiabsciselor
£,0=03Yx -Ja?-x* =0 ¥x? =va?-x2 1% =
= x*=(a*-x%)® « x* =a’-2a'x* +a’x* —a*x* +2a°x* - x°
- x*=x*(Ga*-1)+3a*'x*-a’=0
Fieg(x) = x® - x*(3a® -1) +3a’x* - a°
g((?r)a)z__:;} = g(0)g(za) = (-a®)a* <0 O ET¥HEses _, (Dcelputinun x astfeincatg(x) = 0
= %, 0(0/d); x, 0(-4.0)
)G, nOy: f,(0)=|a; f,(0)=-4
f(xa) = f,(xa) = f,(xa) =¥a?
d)lim f (9 =¥a®

x-|a|
x<|a|
lim f(x) =¥a’
x--|al

=

Il. f (—x) = f (X) = functiaesteparadecigraficulasociaestesimetricfatadeaxa
ordonatelr
[ll. asimptoteorizontale

asimptoteoblice:

asimptoteverticale



10

V. £ (x) =2

S
BJ_ \/7
3\/_ va? —x?

£ () =0 f,(x)=0; f,"(x)=0
-pentrux (0,[a]) f,"(x) > 0= f, estestrictcrescatoagpe (0, |al)
-pentruxd(—4,0) f,"(x) <0= f, estestrictdescrescatrepe(-a0)
f°(X)=0 = 2Ja?-x2 -3x3/x =0 = 2va? -x® =3x3¥/x 1°
= 729%° +64x° -192a°x* +192a*x* —64a® =0
fie h(x) = 729x® + 64x°® -192a°x"* +192a"x* - 64a°

fo =2

£ () =2

h(0) = -64a° . N
h(( ) ) 729&8} = h(O)h(a) = (-64a°)72%° < 0 O ET T . (Ox,0 (0,/a) six,0(-[a],0)
ta) =
astfelincat f,"(x’) = 0= X, six’, suntpunctedeextrem
lim f () =+ si |im f (x)=-« = puncteledecoordonate(0, f (0)),adica

X0
x>0 x<0

(0,/d)si(4a],0) suntpuncteunghiulare
Deoarec¢jm f(X) = —eosi|jm f(x) =+ atunciG, estetangentadreptelaleecuatie x = /|

x-|al x|l
x<a| x>-|g|

3 X4 (a2 _ X2)3/2
— pentrux [ [—\d\d] f," (x) < 0= ramuraf, esteconcava.

- pentruf, (x) =0=
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a’ 5

T
\/7 (a2_X2)3/2 !

2 1 a’

5 \/7 X2)3/2
= 64a*-x*)’-9%a"*x* =0
Fie j(xX) = 64(a* - x*)° —9%a™x®
j(0) =64a‘
j(xa) =-9%a*

L2
9

} = j(0)j(za) = (-9°a*)64a*® <0 — (D)x ,0(-d Q)six",0 (04

astfeincatf, (X) =0= X, six ", punctedeinflexiune

VI. Tabloul de variatie al functiei se face sepa@ntru cele doua ramuri:

X -Ual] X2 0 X1 [al]
f1x) | + + + 0 - -0 + +0 - - - L
f1(x) | - - - - - - - - - - - - -
fi1x) | a Cal] a

X -[al] X 2 0 x 1 Ual]
f2) | - - - - O + + + +
f2(x) | + + 0 -0 - -0 + +
f2(x) a -Uald] a




