Locuri geometrice

Def.: Locul geometric este miilnea de puncte care au acgeamoprietate

Mediatoarea unusegmenieste dreapta perpendiculgre segment dagprin mijlocul
segmentului. Existga si unicitatea mediatoarea rezullin faptul & mijlocul unui segment
existi si este unic, perpendiculara printr-un punct al thkepe dreaptexist si este unid.

Teorema 1:0Orice punct de pe mediatoarea unui
segment este egal defat de capetele segmentului.

.. Se consider (AB), OO(AB),
(OA)=(0B) si M un punct de pe mediatoarea
segmentului (AB) (Fig.1.1). DacM = O, afirmgia este
evideni. Daa M #0O, AAOM =ABOM(C.C.) si
rezulti (AM)=(BM), deciAM =BM .

Teorema 20rice punct egal déptat de capetele
unui segment apgine mediatoarei segmentului.
Se consider (AB) si M un punct astfel
incat (MA)=(MB) (Fig.1.2). Daa M [O(AB), atunci M
este mijlocul segmentului (AB9i apatine mediatoarei.
Daca MOAB, fie O mijlocul segmentului (AB).

m] m]
AAOM = ABOM (LLL). Deci AOM =BOM. Deoarece
cele dod unghiuri suntsi suplementare, rezalt ca o) B
MO OAB, ceea ce insearirca MO este mediatoarea _
segmentului (AB). Fig. 1.2

Asadar mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor egal departate de
capetele segmentul ui.

Un alt exemplu de loc geometric este bisectoareauwmghi.

Bisectoarea unui ungleste dreapta care trece prin intetisea dod drepte diferite,
impartind unghiul format de cele déwrepte in dounghiuri congruente.

Teorema 3:Bisectoarea unui unghi este locul
geometric al punctelor din interiorul unghiului éga
depirtate de laturile unghiului, reunit cu varful ungii.

Se va atta @& orice punct de pe

bisectoare este egal de@t de laturile unghiuluiO

O
(Fig.1.3). FiehOk, O varful unghiului, s bisectoarea lui
si MOs-{O}. Se noteaz cu A si B picioarele
perpendicularelor din M pe hsi respectiv k.
AOAM = AOBM (IU)
= (MA)=(MB) = d(M.h) = d(M. k). Fig. 1.3




Se va atta c orice punct M egal deéptat de laturile unghiulusi se afh in
interiorul unghiului, apame bisectoarei. Se notégazu A si B picioarele perpendicularelor

) [}
duse din M pe laturile unghiulu{MA )= (MB) , (OM) latui comuri si MBO = MBA = 9(°
) )
= AOBM = AOAM (IC) = AOM = BOM = OM bisectoare.

Pe baza proprigilor de loc geometric ale bisectoarelgr mediatoarelor se pot
demonstra uriitoarele doé teoreme referitoare la concutarbisectoarelogi mediatoarelor
unui triunghi.

Teorema 4Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt A
concurente.

Din teorema transversalei rezutti bisectoarele
unghiurilor Asi B intersecteaz pe (BC)si (AC) Tn cate un punct
D, respectiv E (Fig.1.4). Din acegdeorend rezulti ca exist

puntul 1, {I} =(AD)n (BE=(BE)n (AD). Asadar {I}DACD:B.

Din proprietatea punctelor bisectoarei unui ungiautt d(I,BC)
= d(I,AB), d(I,AB) = d(I,AC)si deci d(I,BC) = d(I,AC)si pentru

O
ca {I} OACB rezulta ca [Cl este bisectoarea unghiului C.

Teorema 5 Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt
concurente.
Fie un triunghi ABC, d,,d,mediatoarele

segmentelor (AB) respectiv (BCXO} =d, n d,(Fig.1.5). Din
proprietatea punctelor mediatoareb (OA) = (OB),(0B) = (OC),
deci = (OA) = (0OC) = O apatine mediatoarei segmentului (AC).




Rezolvarea unor probleme de loc geometric

Pe lang bisectoarea, mediatoarea, cercul sau arcul, kmtl®curi geometrice, se
mai pot adugasi:
- mulkimea punctelor situate la aceealistanta de o dreapt dat d este
reuniunea a daudrepte paralele cu d, situate in semiplane déiferit
(Fig.2.1.);
- fiind data o semidreajt (AB, mukimea punctelor M pentru care unghiul

]
MAB are o nisui dat este reuniunea a dbsemidrepte deschise, cu
originea comuain A, situate in semiplane diferitegfale AB (Fig.2.2.).
Rezolvarea acestor probleme se realizéazloudi etape: prima este aceea in care se
inceard@ determinarea intuittva mutimii respective, iar in etapa u#itoare se demonstreaz
efectiv @ aceast muliime este locul geometriciatat.
Problemele au uratorul tip: poziia unui punct M se deternmiirdup o regul dat
in funaie de pozia altor punctesi se cere & se afle locul geometric al punctelor M atunci
cand unul sau mai multe din celelalte puncte sariabilesi parcurg muimi date
In prima etap se Inceatcgasirea unor puncte speciale ale locului geometric.
Determinarea a trei puncte ale locului geometratpsugera daeste vorba despre
un segment de dredptau un arc de cerc, dupare se inceai@ se demonstra presupunerea
facuti. Astfel, daé@ se presupuneacpunctul M descrie o dreaptse va demonstra, de
exemplu, @ M este la o distgh constarnt de o dreapt dat sau @ AM formeaz unghi
constant cu o semidreagixa. Dac se presupuneaceste vorba despre un arc de cerc se va
arata, de exemplu,acpunctele sunt la distgnconstant de un punct fix sau deterndirun
unghi de msur constart cu dod puncte fixesi este situat intr-unul din cele dogemiplane
determinate de punctele fixe.
Dupa ce s-a aitat in acest felzpunctele locului geometric aper unei mutimi M
(o dreapt, un cerc, un arc de cerc, etc) se corntiastfel:
1. se arat ca, reciproc, orice punct al mirhii M aparine locului geometric (in
care caz locul geometric este M), sawacest lucru nu este adeat.
2. se determii submufimea M, a lui M care apaine locului geometric; atunci

locul geometric autat esteM .

M

Fig. 2.1 Fig. 2.2



1. Se di triunghiul ABC, dreptunghic in A. Proigch in P, Q punctele Bi C pe
o dreapi variabik d, care trece prin A.8e afle locul geometric descris
de mijlocul M al segmentului [PQ], cand dreaptsedrotate in jurul lui
A.

Fie A, B’, C’ mijloacele Iui [BC,[CA],[AB]. Daci d ia poziia AB, atunci P = Bsi

Q = A, deci C’ apgine locului geometric, la fel B’. Se obsérusor ca dac d ajunge in
poziia AA’, punctul M este in A’. Deci A’, B’, C’ apain locului geometric, ceea ce ne
conduce la presupunerea locul ciutat este cercul P circumscris dreptunghiului AGA’
Urmand in gand ngcarea lui M candl se rotgte n jurul lui A, intuiia intireste presupunerea
noast#, ea devenind plauzildiildar nu sigut. Este necesaro demonstrge care se face n
doui etape.

A

a) Demonstim mai intai a

- .
Fig. 2.3 M OP. Va trebui & aritim ci

O
‘ rr(AMA'j:QO". Paralela prin

R d A’ la BP si (CQ) intersecteayz

| B! \ pe d Tn mijlocul lui [PQ]

\ M \ (teorema paralelelor

‘ L ‘ echidistante), deci in M. Cum
c B BPOd, avemsi AM'Od

O
deci n{AMA'j =90°. Rezula ca M este situat pe arcul capabil 88° fata de [AA’], asadar

M OP (Fig.2.3).
b) Aratam & orice punctN P apatine locului geometric. DacN # A, unim A cu Ni

O
proiecim B, C pe AN in P’, Q' (Fig.2.4.). UnghiuRNA' fiind Tnscris intr-un semicerc este
drept; rezult ca BP’, A’'N, CQ’ sunt paralele echidistant¢ N este mijlocul lui [P'Q’].

Asadar, N apame locului geometric. DacN = A, se duce perpendiculara prin A pe Ag\’
se proiecteazpe ea Bsi C in P”, Q. Din nou se obsetwa A este mijlocul segmentului

[P"Q"], decisi in acest caz N ap@me locului geometric.

Fig. 2.4




Teorema 6Locul geometric al punctelor care au agegatere fai de dod cercuri
neconcentrice este o dreagterpendicular pe linia centrelor, nuniitaxa radical a celor
doui cercuri.

Fie cele doi cercuriC(O,,1,)si C(O,.r,), O, # O,. Trebuie & aflam
locul geometric al punctelor M pentru ca@®M * -r” =O,M? —r2. Dad r, >r,, atunci se
poate notaa® =r?-r/si condiia se scrieO,M?*-0O,M? =a*. Deci trebuie g&sit locul
geometric al punctelor pentru care difgeeimtratelor distagelor la dod puncte fixe este

constani. Se folosgte teorema lui Pitagora generalizgitse ajunge la faptulacdifereria este
constani.

Teorema 7Fiind date trei cercuri cu centrele necoliniaregla lor radicale, luate dau
cate dod, sunt concurente intr-un punct ce se ngtmeentrul radical al celor trei cercuri.

Fie c(O,,r,), C(0,,r,), C(O,.r,) cele trei cercuri, iard,d axele
radicale ale primelor, respectiv ultimelor doeercuri.Srim cd d 00,0,si d 00,0,. Dad
am avead| d’, ar rezulta & 0,0, =0,0,, ceea ce nu e posibiQ,,0,,0,fiind coliniare.
Rezulti cidsi d se taie intr-un pun®. deoarec® se gseste ped are aceea putere fai de
c(o,.r,) si C(0,,r,): cumP se gdisste si pe d' va avea acesaputere fai de cele trei
cercuri. in particulaP va avea acegiaputere faa de C(O,,r,) si C(O,,r;), adici va apagine
celei de-a treia axe radicale.

Constructia axei radicale. Dac doui cercuri
au un punct comun, axa lor radicdtece prin acest
punct (éci are puterea zerotlade ambele cercuri).
Asadar: -
In cazul cercurilor secante, axa radicabte
secanta comuin(Fig.3.1). Daa cele dod cercuri sunt
tangente, axa radicaleste tangenta comar(fiind
perpendiculaft pe linia centrelor) (Fig.3.2).
In cazul a dou cercuri fira puncte comune .
axa radical se construige n felul urnitor: se Fig. 3.1.
trasea un cerc ajuttor care § fie secant cu cele dawercuri (Fig.3.3). ducem axele radicale
ale perechilor de cercui le intersectm Tn P. perpendiculara diR pe dreapta ce ugte cele
douwa centre ale cercurilor itiale este axa radical.

Fig. 3.2.



Fig. 3.3.

Teorema 8Locul geometric al punctelor alaéror distane la dod puncte fixe sunt
intr-un raport constark # 1 este un cerc (Cercul lui Apollonius).

Fie A,B puncte fixesi k>1; atunci orice puncM al locului geometric

este situat in semiplanuldB, unde d este mediatoarea IuiAB]. Daca M,,M, sunt

[}
intersedile lui AB cu bisectoarea intericarsi cea exterioar a lui AMB, atunci, n

: . : : AM, AM :
conformitatea cu teorema bisectoarei unui ungﬂ%mrll\h—1 :Wz :% =k, deci, punctele
1 2

fixe M,,M,apatin locului geometric. Pe de alparte MM, [0 MM, deciM se aff pe un
cercP de diametr{M,M,].

Recirpoc, orice puncN O P apatine locului geometric. Intr-adéx; noténd% =k,
avem N [0 (dB deci k,>1. Din ceea ce-am #tat mai sus rezuitci N se afti pe un cercP, de

. AN AN
diamteru[N,N, ], undeN,,N, O AB, 5 L2

=k,. Dac k,>k puncteleN,, N, sunt mai
1 2

aproape dd3 decatM, respectivM,, deci P, O IntP, in contradige cu NOP n P,. Dac
k>k,, atunci P O IntP, si iarasi am ajuns la contradie. Asadar singurul caz probabil este
k=K, si deciN apatine locului geometric.

Daci k<1, se schimbrolul lui Asi B si se ohine nu cerc in semiplan(dA.
In cazulk = 1, locul geometric este mediatoaicka



