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Grafuri euleriene

Adeseori suntem tentasi credem simplul fapt de a traversaastrsau
poduri nu impli@ nici o idee deoselit lati Tnsi ca exisk o0 celeb#
probleni de traversare in care singura idee implicaste aceea de
“traversare” problema celorsapte poduri din Kénigsberg Aceasi banak

si totusi foarte controversatproblenid a dus la apaia si dezvoltarea teoriei
grafurilor.

Problema se pune caryea

Orasul Konigsberg erasgzat pe coasta Mi Baltice, la gurile raului Pregel.
Pe rau erau daunsule legate dgirmurisi intre ele deapte poduri ca in
figura 1.

Figura 1.

Oamenii care cutreierau aceste insule au obse#vataé porneau de pe
malul sudic al raului, nu puteaud-g planifice plimbarea astfel incat s
traverseze fiecare pod o singulat. Se farea & ori trebuia § saa un pod
ori si- traverseze de dawori.

In anul 1735 Euler a descoperit ©u mai are rostisse incerce, propunand
urmatoarea analiza problemei, din punct de vedere matematic:

Sa considelim mai intaiinsula estica (fig.2.):



sunt trei poduri care duc la ea.
Deoarece se pleade pe malul sudic,
inseama ci se pleag din afara
insulei estice. Deoarece fiecare din
cele trei traver®i trebuie efectuate o
singuéi da&, plimbarea trebuiésse
terminepeinsula estis.

Sa consideim acum insula vestic
sunt cinci poduri care duc pe ea, iar cinci egtendu nunir impar. Asadar
plimbarea incepi afara

insulei, si deci
% trebuie 4 se
, termine pe insula
' vestia.
< Aceasta T1nsearin
ca plimbarea se
termira  In dou
locuri diferite
simultan ceea ce e

imposibil.

Soluia dati de Euler este tipicpentru personalitatea ingeniozitatea sa.
Tot el a scris in anul 1736 prima lucrare de tearigrafurilor despre
problema acesta@apte poduri.

Un ciclu al unui graf G care cgne toate muchiile lui G se nusgte ciclu

eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian se ngtengraf eulerian.

Un graf G fira varfuri izolate este eulerian dag numai dag este conexi

gradele tuturor varfurilor sale sunt numere pare.

Din punct de vedere al teoriei grafurilor, probles& pune camsa: cele
patru regiuni (insulai maluri) A,B,C,Dsi celesapte poduri le reprezeimh

in graful urnator (fig.3.):



Muchiile grafului reprezentand posi-biliile
de trecere de pe un mal pe un pod
reciproc.
Problema are sofie dacé acest graf came
un ciclu eulerian. Un astfel de ciclu, 4
utilizeaz la fiecare trecere printr-un varf
dowa muchii ce nu mai pot fi folosite pentru
0 nou trecere. Cum fiecare dintre cele patru
varfuri (A,B,C,D) au grade impare, rezult
ca ultima muchie vaaméne nefolosit sau
va fi folosita pentru a face trecerea de final (
pentru a incheia plimbarea). Aceasta ar
insemna & ori va amane la unul din varfuri, o0 muchie nefolas(fapt ce
demonstreaz ci nu avem un ciclu eulerian) ori plimbarea ar treluse
termine in mai multe locuri simultan ceea ce &siamposibil.

Ciclu eulerian: Fiind dat un graf neorientata se verifice dat este
graf euleriarsi in caz afirmativ,  se determine un ciclu eulerian alis

Fig.3

Explicatia programului:

Pornim dintr-un varf neizolat fieut cu ajutorul variabileprim, Tn
cadrul procedurii de citire, apaiutam un ciclu eulerian al grafului printr-un
algoritmbacktracking. Vom folosi pentru rgnerea ordinii varfului in ciclul
eulerian urir s.

In cadrul procedurii de cititre a matricii de adbaa, numiram si
muchiile grafului cu ajutorul variabilen.

Fungia valid verifica da@ varful k apatine ciclului eulerian (dac
este adiacent cu varful anterior determinat, iacdmul in care este ultimul
varf k=m daa este adiacent cu primul vafr al ciclului).

Proceduraack cauti succesiv, autoapelandu-se, varfuri adiacente cu
varful anterior determinat pancand se ajunge la ultimul varf al ciclului
(k=m); in acest caz, variabila boola@agisit care a fost inializata pefalse,
ila valoareatrue si este ti@rit sirul s incheindu-l cu primul varf alas
(pentru a aita G este un ciclu).



Daci nu a fost gsit nici un ciclu eulerian al grafului dagasit=false),
atunci graful nu este eulerianse tigireste mesaj.

Acelasi lucru se intamgl si da& graful nu are varfuri neizolate
(prim=0).

program ciclu_eulerian;
uses crt;
type mat=array [1..20,1..20] of integer;
sir=array [1..20] of integer,
var a:mat;s:sir;
n,m,i,j,k,prim:integer;
gasit:boolean;
procedure cit;
begin
write('n=");readIn(n);
m:=0;prim:=0;
fori:=1 to n-1 do
for j:=i+1 ton do
begin
write(‘a[',i,",",},']1=");readIn(ali,j]);
if a[i,j]=1 then

begin
m:=m+1;
prim:=i,
end;
alj,ij:=all,JI;
end;
end;
function valid(k:integer):boolean;
var iiinteger;
begin
valid:=true;

if a[s[k],s[k-1]]=0 then valid:=false;

if (k=m)and(a[s[k],s[1]]=0)then valid:=false;
end;

procedure back(k:integer);

var i,jiinteger;

begin

=1;

while (i<=n)and(not gasit) do



begin
s[K]:=i;
if valid(k) then
begin
a[s[k],s[k-1]]:=0;
a[s[k-1],s[K]]:=0;
if k=m then
begin
gasit:=true;
writeIn('Ciclul eulerian este:");
for j:=1 to m do write(s[j],' ");
writeln(s[1]);
end
else back(k+1);
a[s[k],s[k-1]]:=1;
a[s[k-1],s[Kk]]:=1;
end,
I=i+1;
end,
end;
procedure tip;
begin
clrscr;
writeln('Matricea de adiacenta:');
fori:=1tondo
begin
for j:=1 to n do write(ali,j]," ");
writeln;
end,
writeln;
end;
begin{PP}
clrscr,;
cit;
tip;
if prim<>0 then
begin
S[1]:=prim;
gasit:=false;
back(2);



if not gasit then write('Graful nu este eulerign.

end

else write('Graful nu este eulerian.');
readkey;
end.

in viata de zi cu zi rezobkm adesea,ifa si ne dim seama probleme de
grafuri euleriene, de exemplu cand vreinngergem cu trenul Tn circus
vrem s platim mai puin, calcuim in ga fel incéat & trecem peste taf sa
platim mai pyin. Dar aceasta nu o facem numai sigbostasii, ci grafurile
se utilizeaz la calcularea potlor optime de amplasare a safigr de
comunicae pentru ca informga transmig sa foloseasg puin timp, Gci in
noua €f :,, time is money.

Grafuri hamiltoniene

Se numeste ciclu hamiltonian intr-un graf, un cielamentar care contine
toate varfurile grafului.

Un graf care contine un ciclu hamiltonian se numgsaf hamiltonian.

Un lant elementar care contine toate varfurile wafse numeste lant
hamiltonian.

* Un graf hamiltonian are cel putin treirfuri.
*  Graful complet cu n varfuri este un ghaimiltonian.

Teorema:

Fie G=(X,U), cu n>=3 varfuri, daca oricare ar fiun nod al grafului si
d(x)>=n/2, atunci graful este hamiltonian.

drum hamiltonian: un drum elementar care trece prin toate nodurile
grafului;
circuit hamiltonian : un circuit care trece prin toate nodurile graifulu

in timp, s-au evidegmt o multitudine de probleme reductibile Bsgea unui
drum (sau circuit) hamiltonian intr-un graf, cunfiar



1. Problema pgasului (gasirea traseului cel mai scurt care trece pe latoat
locuintele ce apain de oficiul patal la care lucredizacesta);

2. Problema aduiii deseurilor (cel mai scurt drum care trece pe la toate
punctele de depozitate asdarilor);

3. Problema succesiunii operiar (executarea mai multor opetigoe o
masina Tn acea ordine Tn care suma timpilor consusapredtirea mainii
pentru trecerea de la o opgeda urnitoarea & fie minim)

4. Ordinea lipirii unor componente electronice paans, etc;

Determinarea drumurilor hamiltoniene

Problema determémii drumului (circuitului) hamiltonian de valoargtma
s-a dovedit deosebit de difigjlneexistand nici acum un algoritm cafie s
rezolve problema in timp polinomigilnici macar o metod simph prin care
si se decid dad intr-un graf dat exigtsau nu drumuri hamiltoniene.
Exista Tngi mai muti algoritmi, unii exad altii heuristici, care regesc, intr-
un caz sau altulagezolve problema satigfitor si in timp util.

TeoremaDadi intr-un graf orientatifa circuite exisi un drum hamiltonian
atunci acesta este unic.

Demonstraie Deoarece un drum hamiltonian se ideniifiti 0 permutare a
nodurilor grafului, existega a doéd drumuri hamiltoniene implicexistena a
doua permudri distincte a nodurilor grafului cum dod permutdri distincte
difera prin cel pyin o inversiune vor exista daunoduri Xsi X, in ordinea x

— X, pe un drunsi invers pe cdllalt, existand deci un drum atat de IIelaaxxJ
catsi de la >J<Ia X, cele dod formand Tmpreudun circuit, in contradige cu

ipoteza.
)

Graful din figura 1. Este hamiltonian,
deoarece ciclul C=[1,2,3,5,4,1] este
elementar (pleaca din varful 1 si se
incheie tot in 1, iar muchiile [1,2], [2,3],
[3,5], [5,4] si [4,1] sunt distincte doua 4 3
cate doua) si in plus contine toate " .
varfurile. ) i ( Figura ] e

=
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