Modelul Phillips
Aplicatie

Avem urmatoarele date estimate :

-propensitatea spre economisire s =0,3;

-propensitatea marginala a consumului final sipemvestitii b = 0,7;
-coeficientul de ajustare a nivelului real al chiglilor guvernamentale (a nivelul

dorit G(t) a =3 ;
-parametru de reactie al variatiei ofertei la a&ai cererii excedentare k =5

Cereri:
a) Cuantificati efectul unei descresteri unitare adeagregate(u = 1).
b) Cercetati consecintele politicii de stabilizaretige
i) proportional cuy,= 0,2
i) diferentiala cu y, = 0,1
i) integralacu ), =0,25
iv) proportional —diferentiala cy,= 0,2 siy, =0,1
V) proportional-integrala cw,= 0,2 siy, = 0,25
Vi) diferential —integrala cy, = 0,1 siy, =0,25

Avem urmatoarele date initiale: Y(0) = 2000, Y (0) = —400, Y (0) = -2000

Rezolvare:
a) Fie D(t) cererea agregata pe piata bunurileesiiciilor , avem:
D(t) = bY(t) +G(t) - u (1)
¢ = KE(t) = k(D(t)-Y (1)), k>0 2)
unde Y(t)-oferta agregata

E(t)- functia excesului de cerere
Din (1) si (2)= {Y(t) =5E(1) cuu=1

D(t) = 0,7Y(t) —u,

= Y(t) = 5[07Y(t) —1-Y(t)] = Y(t) =-Y(t) -5



Avem urmatoarea evolutie: Y(t) =&(Y ,~Y") + Y unde Y = -5 = Y(t) = 20005€" -5;

Astfel se observa ca descresterea cererii cu atertiuce la o deplasare a echilibrului
mai jos cu 5 unitati ale ofertei
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Avem:
D(t) + aD(t) = bY (t)+ G(t) + abY (t) + aG(t) - au 3)
conditia de echilibru sub aspectul cererii
D(t) +aD(t) =%[Y(t) +KY(t)+aY(t) +akY(t)} (4)

conditia de echilibru sub aspectul ofertei

Din (3) si (4) deducem ca:



Y(t)=-77Y(t)-7Y (t) +15 G (t } 15 u , unde u =1.
A =-a=-3A,=-ks=-15

YO =YCM)+Y =AeM+Ae M+ Y’
Coeficientii A, A, se determina din datele initiale:

t=0= A +A, +Y =Y(0)

Derivand, obtinem Y(t) = A, A e’ +A le™
{A +A, =YY
A+ AA, = Y(O)

unde Y =- 214

A + A, = 200214
~3A - 15A, =400

Obtinem:

A =-173547
A, =373761

Deci Y(t) = -1735,47 € +3737 p4"-2,14

bl) Avem:

G(t) = —y,Y(t) =-02Y(t)
Deci ecuatia ofertei agregate devine :

Y(t) =-77Y(t) -4Y(t) — 15
Ecuatia caracteristica:

A +771+4=0



A=77-4*4=593-16=433>0= 1,00, cui,A, <0

A,=-0,55
_—77+66

A=
12 2

A, =-7.15
YO =YC()+Y =A et +AeM+ Y’
Coeficientii A A, se determina din datele initiale:

t=0= A +A, +Y =Y(0)

Derivand, obtinem Y (t) = A, A ,e*+A 1 e™

Din (5) si (6) obtinem sistemul

A+A=Y0)-Y
A+ AN, = Y(O)

unde Y =- 375
prin inlocuire obtinem

A + A, = 200375
~ 055A, - 715A, = -400

Obtinem:

A =1913018
A, =-9121

Deci Y(t) = 1913,018 €***-91 28 "*-3,75

()
(6)



Deci traiectoria de evolutie este stabila(monotonvergenta) pentru cae- 91,2
=Y - Y.

Se constata o reducere a ofertei numai cu -3, #atudatorita reducerii cererii cu o
unitate , fata de cazul initial cand nu se asiganaolitica guvernamentala de stabilizare,
cand reducerea era de 5 unitati.
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a +ks
Deoarecea = -

=-225<0, traiectoria de evolutie a lui Y(t) va fi stabila

(oscilant amortizata cu perioada% =8,97 ani).

In concluzie, efectul unui control proportiompain intermediul variabilei

cheltuielilor guvernamentale dorite(t €este obtinerea, in toate cazurile, a unei

traiectorii de evolutie stabile Y(t), catre sayurul traiectoriei de echilibru stationé;f(t )



Y (t) se determina, in toate cazurile in functie de ipateare se face asupra naturii

socurilor si perturbatiilor, data de forma variabil.
Astfel, daca presupunem ca u = 1 deci cererea aigreg descreste cu 1 u.m,
atunci

Y(t) =Y =ct
Din relatiaY (t) + (& +ks) Y (t) + ak(s+ y,, )Y (t) = —aku avem:

ak(s+y.)Y = -ak

Deci :
o __ ok 1
ak(s+ys) s+,
1 1 ..
Deoarece- ——| =|-— = 333, rezulta ca Y(t) va descreste mai incet
s+ A, S 03

sub actiunea controlului proportional decat in albs@cestuia.

b,)In acest cat(t ¢ste inlocuit, in expresia :

Y(t) + (a +ks) Y (t) + aksY (t) = ak G(t) - aku, de relatia
G(t)= -, Y(t) deci obtinem:
Y(t) +[a +ks—aky, 1Y(t) + aksY (t) = —aku
Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei diferEntimogene ce se obtine din (7) este:

A +[a+ks—aky,]A+aks=0= A*+31+45=0= A =9~ 18=-9<0, decil,, OC
Avand radacinile

A, = —gi%' , astfel incat evolutia ofertei aggregate este:

YO =Y +Y =AeM+Ae+ Y,
In care

et = @15t glSit — e—LSt(COSgt +i Singtj



et = e’“’t(cos§t —i sin§tJ
2 2

R 45
siY =———=-15
3

Coeficientii A, A, se determina din datele initiale:

t=0= A +A, +Y =Y(0)

Derivand, obtinem Y(t) = A, A ,e*+A 1 e*

Din (5) si (6) obtinem sistemul

A+A=Y0)-Y
A+ AN, = Y(O)

prin inlocuire obtinem
A +A, =20015
(-15+15)A +(-15-15)A, =400

Obtinem:

A, =1000- 866
A, =1000+ 866

Avem p= |A,|= 11000 +866° =132287

Y(t) = Y °(t) + Y = (1000-866i)é ") +(1000+ 866) e " -1,5

(5)
(6)

Cum a = -1,5<0= Dinamica lui Y(t)este de tip stationar (oscilantatizata), deci

a +ks

cand y, =01< =03

Yo



(Wa -vks)? a+ks
o

in jurul traiectoriei de echilibru sationar'yY

Cum y, D( J=(0,01;0,3) , dinamica lui Y(t) este oscilant anzata

b3)Cheltuielile guvernamentale dori@&t sunt date de relatia
A t B ) A
G(t) =-y, _[Y(r)dr deci, ecuatiar(t) + (a + ks) Y (t) + aksY (t) = ak G(t) —aku devine
0

Y(t) + (a +ks) Y (t) + aksY(t) = —aky, jY(r’)dr - aku

Diferentiem cu timpul intreaga relatie, obtinem
Y(t) +(a +ks) Y(t) + aksY(t) = —aky, (Y(t) - Y,)

Y(t) + 45Y(t) + 45Y(t) + 375 Y(t) - 375Y, =0
conditia de echilibru luand forma unei ecuatii défetiale liniare si neomogene de ordin
trei.

Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei omogetieuté se scrie

A +[a +ks|A* +aks A +aky, =0
A +45)%+45 1+ 375 =0

Pentru analiza stabilitatilor radacinilor ecuaieipoat eutiliza criteriul matricial de
stabilitate al lui Routh-Hurwitz.Conform acestugguatia algebrica de gradul trei

a, A’ +at+a,d+a,=0
A +45)7° +45 1+ 375 =0
are radacinile subunitare (positive sau negat@}a matricea de stabilitate

8,85
S=|a,a,a,

Oa,a,
are toti minorii principali pozitivi, > 0.

Astfel:



S=| 4,5 3,75 0
1 45 0
0 4,5 3,7

A =a+ks=45>0

45 3,75
A,= = 16,550
1 45

A, = 375165 = 6187>0
A =-33= A +12A+113=0, cud,, = -06+ 087

Evolutia ofertei agregate este data de :
Yt)=A, e +2pe * cos(0,87t9) + Y’
undep =|c, |, ¢ =argc,
t=0 = A,+2pcosp =Y, =Y’
Dupa ce derivam, obtinem:
Y(t) = -33Ae* —~12pe % cos(087t + ¢) — 1,74p e °%sin(0,87t+p ).
t=0 = Y (0)=-3,3A,-120cosg — 174psing .

Derivam din nou si obtinem:

Y(t) =109A e + 072pe %% cos(087t + ¢) — 1,044p e °* sin(0,87t4¢ ) +
1,044p e **sin(0,87t+p )-1,51p e > cos(0,87t4 ). =

Y(t) =109A e + 072pe "% cos(087+ ¢) —1,51p e ° cos(0,87tp).



b4) Decizia privind cheltuielile guvernamentdit) combinand efectul proportional cu
efectul diferential

G(t)= - yaY (1) - 1, Y(1)=-0.2Y(D- 0,2(t )
Relatia de echilibru dintre cererea si oferta agt@g@ste de forma:

Y(t) Ha +ksy, 1Y(1) +ak(s+ yp)Y (1) = —aku =

Y(t) +315Y(t) + 75Y (t) -15=0
Ecuatia caracteristica se scrie:

A*+3150+75=0

L2 2
A =02> (a4a'kkS) - 12350 = 0037, deciA < Osi A, 0C, A,,=az bi
A =-20
- 315+ 448
b=y

Y =YC@M)+Y =AeM+Ae+ Y7,
In care

35 448, -3us
ef=e 2 g2 =g ? t(cos—d'g'fstﬂsin—4§'8tj

-315
eMt= e 2 t(cos'—;'St—isind"TA'fstj

siY' =-24
Coeficientii A, A, se determina din datele initiale:

t=0= A +A, +Y =Y(0) (5)

Derivand, obtinem Y(t) = A, A ,e™+A1,e™ (6)



Din (5) si (6) obtinem sistemul

A+A=Y(0)-Y
A+ AN, = Y(O)

prin inlocuire obtinem

A + A, = 20024
(- 315+ 448
2

A+ (448 A, = —a00

Obtinem:

A, =800-535
A, =800+535

Avem p= |A,|= V800" +535 =962

—315+4,48i t -315-4,48

YO =YC(@)+Y = (800-535i)e( 2 ) +(800+535) e T2 Moy

Cum a = -3,15<0= Dinamica lui Y(t)este de tip stationar (oscilantatizata), deci

cand y, =01< atks_ 03
_ 2
Cum y, D((\/E ak\/k_s‘) 'a * ks] =(0,01;0,3) , dinamica lui Y(t) este oscilant anxata

in jurul traiectoriei de echilibru sationar'Y

2* 314
448

Evolutia ofertei este oscilanta cu perioada %77: = =1,4 ani cu amplitudinea

exponential descrescatoare.

Se constata o reducere a ofertei cu -2,4 unitdtisa de reducerea cererii cu 0 unitate ,
fata de cazul initial , cand nu se asigura o maigguvernamentala de stabilizare, cand
reducerea era de 5 uniati.



b5) Decizia privind cheltuielile guvernament&€t) combinand efectul proportional cu
efectul integral

A t t
G(t)= - y.Y(t) -y, j Y(r)dr = -0,2Y(t)- 0,25, j Y(r)dr
0 0
Relatia de echilibru dintre cererea si oferta agt@g@ste de forma:

Y(t) Ha +ks 1Y (1) +ak(s+y,) Y (1) +aky, [Y(t) -Y,] =0 =

Y(t) +45Y (t) + 75Y(t) + 375Y (t) - 375Y (0) =0
Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei omogetieutd se scrie

A +[a +ks|A’ +ak(s+y,) A+aky, =0
A +4542+75 1+ 375 =0

Pentru analiza stabilitatilor radacinilor ecuatieipoat eutiliza criteriul matricial de
stabilitate al lui Routh-Hurwitz.Conform acestugguatia algebrica de gradul trei

a, A’ +al +a,A+a, =0
A +45)7°+75 1+ 375 =0

are radacinile subunitare (positive sau negatd@}a matricea de stabilitate

8,85
S=|a,a,a,
Oa,a,
are toti minorii principali pozitiviQ, > 0.

Astfel:
S=| 45 375 0

1 75 0
0 4,5 3,7



A =a+ks=45>0

45 3,75
A,= >0
2 75
A,>0
Punand conditia ca,>0 avem relatia care da stabilitatea in acest caz:

Y, <(s+)p)(a+ks)=2,7

Doarece s 1/, >s, rezulta ca domeniul de stabilitate al paranhgtry , in conditiile
acestei politici, este mai mare decat cel in capliticii integrale simple.

A =-25= 2 +2)+25=0,cul,, =-1+12%
Evolutia ofertei agregate este data de :
Y(t)=A,e*™ +2pecos(1,22t9) + Y’
unde p =|c, |, ¢ =argc,
t=0 = A,+2pcosp =Y, =Y’
Dupa ce derivam, obtinem:
Y(t) = -25A€e %" -2pecos(22t + @) - 2,44p et sin(1,22t+p ).
t=0 = Y (0)=-2,5A, ~2pcosg — 244psing .

Derivam din nou si obtinem:

Y(t) = 625Ae 2% +2petcos(122t + @) - 2,44p e sin(1,22t4p ) +
2,44p e sin(1,22t+p)-2,97 €' cos(1,22t4 ). =

Y(t) = 625Ae72% +2petcos(22t + @) — 2,97 €' cos(1,22t4).



b6) Decizia privind cheltuielile guvernamentdl§t) combinand efectul decizional cu
efectul integral

Gt = -y, Y(O) - 1, jv(r)dr = 0,1Y(t)- 0,25, j'Y(r)dr

Relatia de echilibru dintre cererea si oferta agt@g@ste de forma:
Y(t) +(a +ks+ ) V() +aksY (t) +aky, [Y(r)dr =~ aku

0
Y(t) Ha +ks +y]Y(t) +aksY(t) +aky,[Y(t)-Y,] =0 =

Y (1) +4,6Y (t) + 45Y(t) + 375Y(t) - 375Y(0) =0

Ecuatia caracteristica asociata ecuatiei omogetieuté se scrie
A +46A°+45 A+ 375 =0

S= 46 375 0
1 45 O
0 4,5 3,75

A =a+ks=46>0

46 3,75
A,= >0
3 45

A,>0



A, =-375= A+ 0851 +132=0, cu A,, = 042+ 106
Evolutia ofertei agregate este data de :
Y(t)=A, e +2pe * cos(1,06t¢) + Y’
unde p =|c, |, ¢ =argc,
t=0 = A,+2pcosp =Y, -Y"
Dupa ce derivam, obtinem:
Y(t) = -375Ae 3" - 2pe %2 cos(106t + ¢) — 2,120 e % sin(1,06t+p ).
t=0 = Y (0)=-3,75A,-2pcosp — 212psing .

Derivam din nou si obtinem:

Y(t) =1406A €% +2p e %2 cos(106t + ¢) — 2,120 e 2 sin(1,06t+¢ ) +
2,120 e %* sin(1,06t+¢ )-2,24 € °*** cos(1,06t4 ).=

Y(t) =1406Ae ¥ +2p e cos(L0Bt + @) — 2,24 €' cos(1,06t4 ).

Observam ca satbilitatea se obtine punand 0 si A, >0.Din prima conditie obtinem:
Vo >~(a+ks)=-4,

iar din a doua coditie obtinem:
aks(a +ks+ y,)—aky, >0

y < aks(a +ks+y,)
' ak

=y, <s(a+ks+y,)=0,3(3+5*0,3+0,1)=1,38

Aceste doua conditii asupra parametrilor de comahgad, definesc domeniul de
stabilitate al sistemului.



