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Trasarea graficului unei functii

In studiul variatiei unei functii si trasarea graficului se parcurg
urmatoarele etape de determinare succesiva a unor elemente caracteristice
ale functiei:

l. Domeniul de definitie:

a) Determinarea domeniului de definitie (in cazul expresiilor rationale
numitorul trebuie sa fie diferit de zero; in cazul celor irationale
cantitatea de sub radical trebuie sa fie cel putin zero)

b) Intersectia graficului cu axa Ox: f(x)=0

c) Intersectia graficului cu axa Oy:f(0)=...

d) Calculul limitelor:

limfoo=... si limf®)=--

X—>0 X—>—00

1. Semnul functiei:

a) Determinarea paritatii sau imparitatii functiei(daca functia este
para,f(x)=f(-x),atunci graficul este simetric fata de axa ordonatelor;
daca functia este impara,-f(x)=f(-x), atunci graficul este simetric fata
de originea axelor).

b) Determinarea periodicitatii functiei si, in cazul functiilor periodice, a
perioadei T.

¢) Continuitatea functiei.

[1l.  Asimptote:

a) orizontale;

b) oblice;

c) verticale.

IV. Studiul primei derivate:

a) Se determina multimea E inclusa in domeniul de definitie, pe care
functia f este derivabila si apoi se calculeaza f "(x).

b) Se rezolva ecuatia f "(x)=0, ale carei radacini sunt, eventual, puncte
critice ale functiei.

c) Se calculeaza valoarile functiei pe radacinile derivatei 1.

d) Determinarea semnului derivatei I, care da monotonia functiei.

V.  Studiul derivatei a doua:

a) Se determina multimea E ™ inclusa in E°, pe care functia f ~ este
derivabila si apoi se calculeaza f " (x).

b) Se rezolva ecuatia f "(x)=0, iar radacinile pot fi puncte de
inflexiune.

c) Se calculeaza valoarile functiei pe radacinile derivatei I1.



d) Determinarea semnului derivateiei Il, care ne da convexitatea sau
concavitatea functiei.
VI. Formarea tabloului de variatie a functiei f — tablou in care se trec
pentru sistematizare, rezultateleobtinute la punctele precedente:

X
f(x)

()

f(x)

VII. Trasarea graficului functiei:- conform rezultatelorsistematizate in
tabloul de variatie — intr-un sistem de axe carteziene.

APLICATII:

1. Sa se studieze variatia functiilor si sa se reprezinte grafic:

a) f(x)= ‘XZ—Q—X

l.a) D = (—o0,+00);
() = Vx? —1-x, dacax e (—wo,~1) U (L)
v1-x? —x, dacax e[-1]]

b)G, NOx: f(X)=0= ‘xz—ﬂ—x:o

@‘xz—ﬂ:xz<:>x2—1:ix2:>2x2:1:>x:£ = A(@,O)
c)G; nOy:f(0)=1 = B(0J);
d)lim f00=limvx® -1-x=+w
2 42
lim (9 = [jm X" —1-x = [jm 2 —=—"—=0

n—>oo n—oo ne g X2 =1+ X B
I f(=X) =vVXx* =1+x




I11.asimptote orizontale : - spre - o
-spre+ow y=0
asimptota oblicaspre-oo:y =mx-+n

( / 1
X .
I|m =lim ——Il =lim =

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X

n=||m(f(x)—mx)=|im(\/H—x+2x)=|im(\/x2——1+x)=0

X—>—0 X—>—00 X—>—00
= y = -2x este asimptota oblica spre - «
asimptote verticale :

X

x? -1

1, xe(~0,-1) Ul w)
IV. () =

= -1, xe(-112)
1-x

] ] -1
D =lim 0 = lim 1== 1=
le—>% le—> % \/ 1

YED=lim f (X)_“mﬂ =0 = M, (-1+1) - punct de intoarcere ;

x—>-1 x—>-1
x> -1

f(-1) =1

F@O=limf (X)—|Im\/— =i—1——

x—1 x—1
x<1

5@ =limf ()= IImJ— =00 = M, (1,-1) - punct de intoarcere;

x—1 x—1
x>1

f(1)=-1

X —1:O:>x:—£
1-x2 2

fe%gyaEE»ce%;AE)

f'(xX)=0= -

X -00 -1 0 1 +00

f\(X) - - - '00|+00 + 0- - - - - - -oo|+oo + +

f(X) |+ 1 1 0 -1 0

=» in-1si 1 avem puncte de intoarcere.
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b) f(X) =

1+|X
I.a)D = (—o0,0);
X—3
- 1 X €[0,%0)
X—j, X & (=0,0)

b)G, NOX: f(x):0:>))((—_i:0:>x—3:0:>x:3 A(3,0)
+

X8 _gox=-3  A(30)
x—=1

c)G; nOx: f(0)=-3 = B(0,-3)
d limf(x)=1

X|—3 . i N .
I.f(=x)= L‘T = f (X) = functiaeste para,deciaregraficu simetricfata de axa Oy
+(X
= estesuficientsa studiemfunctiape restrictiasa[0,0)
I1l.asimptotaorizontala: y =1
asimptotaoblica:

asimptotaverticala:
x—3)  X+1-x+ 4 . .

ij = S_ > = f'(x) >0= f estestrictcrescatoae pe[0,)
X+

V) :( (o (xaD)

= B(0.-3) este punctunghular al functieipe R(datoritasimetrieisale fata de axa Oy)

V.17 (x)=(f(x)= L(X%)Z) = —ﬁ = f (x) < 0= f este concava pe (0,)

VI.Tabloul de variatie:

X
f(x) + + + + + + + + + +

o[- - - -

fx) |-3 0 I




2. Se considera functia:
2x% +1

f:-D>R f(x):x(x+k)

unde D este domeniul maxim de definitie iar k partine lui R. Sa se traseze
graficul functiei f stiind ca trce prin punctul (1,1).

Demonstratie:

Intrucat M (1)) € G, = f(1):1<:>%:1:> k=2
+

2x% +1
= )= X(X+2)
= D=R-{-2,0}

l.La) f :R—{-2,0}>R
b) G, NOx: f(X)=0=2x*+1=0
A <0= G, nu intersecteaza axa Ox
c)G, nOy: f(0) =
2x% +1
d f(x)=
im0 =lim; =

X—>too —>+too

2x% +1 2x% +1
I f(—x)= = = f esteoarecare
(=x)(=x+2) x(x-2)
I11.asimptote orizontale : y = 2 spre + o
asimptote oblice :

asimptote verticale:

] . 2x*+1 9
f(x)= =5 =%
Mt e=lims 5 =0,
x<-2 x<-2 = X=-2 asimptota verticala
im0 =li 2x*+1 9
XLrD XLI’D X(x+2) 0-
X>-2 x>-2




2x*+1 1

x— 0
x< 0

x— 0
x< 0

2x*+1 1

x— 0
x> 0

x— 0
x> 0

+

lImfe=limic =9 =

limfe=limi =9 =

_4xP -2x-

2

|vrup&3;$j

f\(X):0:>4X2_2X_2:0:>Xl:1; X, :_E

f@sz@ézQ

x?(x+2)

= X =0 este asimptota verticala

V.
X -00 -2 -1/2 0 1 00
f' @) [+ + + |+ + + 0 - - - | --- -0+ + +
f(x) 2 +o0 | -0 -2 -0 | +o0 1




3. Sa se reprezinte grafic functia:

_ 2
F(x) = 2(x-1)
NAX?E +2x+1
Demonstratie :
l.La)f :R—>R

b)G, NOx: f(x)=0=2(x-1)*=0=x=1 0O(L0)
)G, NOy: f(0)=2 A(02)

. . 2(x-1
d)“mf(x):“m\/ﬁ_

2(-x-1)?

VAx? —2x+1

I11.asimptote orizontale :
asimptote oblice: y = mx +n

m = ljm "% - fjm 22
nl:”m[f(x)_x]:IimZ(x—l)z—x\/4x2+2x+1
o o A 4 2x+1
4(x — 1) — X2 (4x% +2x+1)

_IXILD\MX +2x+1 |_2(X 1)% ++/4x? +2x+1J

= functia este oarecare

1. f(=x) =

] —18x3 +23x* —16x+4 9
=lim 1 1 1Y L 1| 4
X 4+2+2*{2(1—j + 4+2+2}

X X X X X

9 : .
=>y=X _Z este asimptota oblica pentru X — +oo

m, = lim % - lim— 22— 1
adl I Vaxt + 2x+1
nz=lim[f(X)+X]=Iim2(X_1) +XVAX® +2x+1
th won AAX 4 2x+1

i 4(x—1)" + x*(4x> + 2x +1) .
AL v 2x+12(x—1)? ~ax* + 2x+1]

) —18x3 +23x* —16x +4
=lim

2
BRE 4+21+12*Hl—1] + 4+21+12}

_9
4

X X X X X



9 : :
= y=—X+ 2 este asimptota oblica pentru x — —w

2(x—1)(4x* +7x +3)

V100 = (4x* +2x +1)%'2

f (X)) =0=2(x-1)@x* +7x+3)=0=x,=1 x,=-1 X,= —%

8.3 3, 7

f)=0; f(-1)=""=46188; f(-,)=—,~ =463

2(47x* + 46X +5)

V.7 (x)=
() (4x% +2x+1)°'?
— 23+
f“(x):0:>47x2+46x+5=0:>x=23#7\/6:>
= X ,=-0,854; x,=-0125
f(x,)=4,625 f(x,)=2805
V. Tabloul de variatie:

X -00 -1 -0,854 -3/4 -0,125 0 1
f x|- --0+ + ++0- - - - - -0+
f x|+ + + +0- - - - - 0 + + + +
f(x) |+0 4,619 4,625 4,630 2,805 2 0




4. Sa se reprezinte grafic “Serpentina lui Newton” data prin functia:

F(x)=

,a>0

ax®+1 "

Demonstratie :
lLa)f :R—>R

)G, NOx: f(Xx)=0= =0=ax=0=x=0 :0(0,0)

ax” +1
c)G; NOy: f(O):O:O(0,0)

dlim f)=]im

X—>1o0 X—to0 aX +1
I f(—X) = —— = f(x)
ax” +1

= f este functie impara, deci G, este simetric fata de origine.
I11.asimptote orizontale :y =0

asimptote oblice :

asimptote verticale:

V. () _( ax ) Calax® +1)-2a°x*  —a’x’+1 g1
' laxk+1) @2 +1? (@ +D)? (ax? +1)?
f‘(x):O:a%:O:—axz+1=0:>x=4_r%
J_ 1 Ja
- f e V=
(\/—) ( \/5) >
V. £7(x) = —aix?+1) _ —2a’x(ax® +1)° —dax(—a’x® +)(ax® +1) 2a’x(a’x’ —2ax* -3) _
' Sl (@x?+n? ) (ax? +1)* - (ax? +1)* -
_2a’x(ax® +1)(ax® —3) 2a’x(ax’® -3)
- (ax® +1)* C (ax?+1)°
fo(x)=0=2a’x(ax* -3)=0=x, =0; X,, = +\/§; f(\/E):E; f(— E):_@
a a 4 a 4
-00 - 3/a -1/a 0 1/ a 3/a +00
f'x) |- - - - 0 + + + 0 - - - -
fox |- - o + + + 0 - - - 0 + +
f(x) 0 -3a/4 -al2 0 al2 3a/4 0




5. Sa se reprezinte grafic functia:

f(x)=3x% +/a?— x2 (CARDIOIDA)

la)a’ -x? >0 x? <a? o x<[d = xe[-|al[a]]
f :[—|a|,|a|]—> R
£ ) 3x? +4/a? —x2
O N o
f,(x) —3/x? +4a? —x?
f,(x)=3x* —a? —x?
b) G, NOx: f,(x)=0; ¥x* +/a> x> >0
= G, nu intersecteaza axa Ox; se afla in intregime deasupra axei absciselor
f,(0=0; ¥x* —va’ -x* =0 3x* =va>-x* Mo
sSxt =@ -x) ox!=a®-2a'x* +a’x* —a'x* +2a’x* - x°
< x°-x*(3a® -1 +3a*x* -a’ =0
Fie g(x) = x* - x*(3a® -1) +3a‘x* —-a°
g(O) = _aG _ 6\4 lema intersecti ei H H _
o) — o = g(0)g(+a) = (—a’)a* < Q—Lmaineediel_,(F)ce] putin un x astfe incat g(x) = 0
g(xa)=a
= x, €(0,/a)); x, € (Ha,0)
)G, NOy: f,(0) =|a; f,(0)=-a|

f(+a) = f,(+a) = f,(+a) =Ya?
d) lim f (0 =¥a®

x—|a

x</al
limfx= Ya
x—-|a]
x2-|a|

2

1. f (—x) = f (x) = functia este para, deci graficul asociat este simetric fata de axa
ordonatelor

I1l.asimptote orizontale :
asimptote oblice:
asimptote verticale:
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' (x)=0e f,(x)=0; f,"(x)=0

-pentru x e (0,[al) f, (x) >0 = f, estestrict crescatoare pe (0,|a))

-pentru x  (-[al,0) f,"(x) <0 = f, estestrict descrescatoare pe(—a|,0)
f, (X)) =0 2va? —x? —3x3¥x =0 < 2¢/a? —x? =3x3x 1°

= 729x° + 64x° —192a°x* +192a*x* —64a° =0

fie h(x) = 729x® + 64x°® —192a°x* +192a*x* — 64a°

h(0) = —64a°

h(+a) = 729a°

}: h(0)h(+a) = (-64a°)729a° < 0—=me=te ()", € (0,[a]) si X, € (-a],0)

astfelincat f,"(x’) =0 = x; si X', sunt puncte de extrem
limf () =+o si |jmf (x)=-~ = punctelede coordonate: (0, f (0)), adica

x—0 x—0
x>0 x<0

(0.[a]) si (a],0) sunt puncte unghiulare
Deoarece |jm f () = —oosi |jm f'(X) =+ atunci G este tangent la dreptele de ecuatie: x = 43|

x-|a| x—>—a
x<|a] x>—|a|

2
V(=2 1 a

9 WM(aZ_XZ)NZ

a.2

1
W B (az _ X2)3/2
“ 2 1 a’
f, (%) __5 W"‘ (az _X2)3/2
— pentru X e [—\a\,\a\] f, " (x) <0 =>ramura f, este concava.
—pentru f,(x)=0=

- 2
f,(x)= _5
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2 1 a’ 2 1 a’ 5
) WJF (@% —x2)*2 :0C>§ 3/ - (@% —x?)*"?
= 64(a* —x*)° -9%a"*x* =0

Fie j(x) =64(a* —x*)? —9°a"*x®
j(0) =64a"
j(za)=-9°a”

} = j(0) j(+a) = (-9°a*)64a" <0 — ()X, (4a],0) si X, € (0,[4])

astfelincat f, "(x) =0= x " si x , punctede inflexiune

VI. Tabloul de variatie al functiei se face separat pentru cele doua ramuri:

X -lal X2 0 X1 la
frix) | + + + 0 - - | + +0 - - - -
1)) | - - - - - - - o o
f1x) | a la] a

x |-lal X2 0 X1 [a]
f20) | - - - - |+ + + +
fr2() | + + o - - | - - 0 + +
f20) | a -|a] a
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