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Logaritmi

1.Definitia logaritmului unui humadr pozitiv
Fie a>0 un numar real pozitiv,a# 1.Considerdm ecuatia exponentiald

a*=N,N>0 (1)
Ecuatia (1) are o solutie care este unic determinatd.Aceastd solutie se noteaza
X=log,N (2)

si se numeste logaritmul numdrului pozitiv baza a.
Din (1) si (2) obtinem egalitatea
a9 =N (3)
care ne aratd cd logaritmul unui numar real pozitiv este exponentul la care trebuie ridicatd baza a
(a>0,a% 1)pentru a obtine humdrul dat
Dacd in (1) facem x=1,0btinem a'=a si deci
logaa=1 4)
Exemple
1) Sa se calculeze log,32.
Cum 2°=32 atunci din definitia logaritmului avem log,32=5.

2) Sdse determine Iogzl_16,

. . 4 1 . 1
Din egalitatea 2*=— obtinem log, — =-4.
9 16 1 92 16
3)Sd sd determine logy/327.
Sd considerdm ecuatia exponentiald (:—13) *=27.Cum (%) '3=%-3=27,obtinem x=-3

si deci logy327=-3.
4)Sd se determine log4256.
Cum 4*=256 atunci din definitia logaritmului obtinem log;256=4.

Observatii

1In practicd se folosesc logaritmii Th bazd zece care se mai numesc si logaritmi zecimali.Acestia
se noteazd cu Ig in loc de logio;de aceea nu mai este nevoie sd se
specifice baza.Astfel,vom scrie Ig106 n loc de log106 si Ig5 in loc de logi5 etc.
2.In matematica superioard apar foarte des logaritmi care au ca baza numarul
irational ,notat cu e,e=2,718281828... .Folosirea acestor logaritmi permite simpli-
ficarea multor formule matematice.Logaritmii Th baza e apar n rezolvarea unor
probleme de fizicd si intrd Tn mod natural Th descrierea matematicd a unor pro-
cese chimice biologice.De aceea acesti logaritmi se numesc naturali.Logaritmul
natural al numdrului a se noteazad Ina.

2.Functia logaritmica



Fie @>0,a# 1 un numar real.La punctul 1 am definit notiunea de logaritm in baza a;
fiecdrui numdr pozitiv N i s-a asociat un numar real bine determinat.Acest lucru ne permite sd
definim o functie
f:(0,+0) - O ,f(x)=logex numitd functie logaritmica.

Proprietatile functiei logaritmice:

1.f(1)=0.

Cum a°=1 rezultd cd log.1=0 si deci f(1)=0.

2.Functia logaritmicd este monotond.Dacd a>1,atunci functia logaritmicd este strict crescdtoare,iar
dacd O<a<1,functia logaritmicd este strict descrescatoare.

Sd considerdm cazul a>1 si fie x;,x2[1(0,+ ) astfel thcat xi<x,.Cum x;=a°%*; si

X,=a""9.%, rezultd cd a°9,* a9,

Dar functia exponentiald fiind crescdtoare obtinem cd log.xi<log.xz,adicd f(x1)<f(xz).

Tn cazul 0<a<1,din inegalitatea a*%*<a.*; si din faptul cd functia exponentiald cu

baza un numar real O<a<1 este strict descrescatoare,rezultd cd log.x;>log.x,,adica

f(x1)>f(x2).

3.Functia logaritmicd este bijectiva

Dacd x;,X2[1(0,+0) astfel Tncat f(x1)=f(xz).atunci din log.xi=log.x..Dar din egalitatea (3) de la
punctul 1 obtinem X120 si X220, ,adicd x;=x,.Deci f este o functie in-
jectiva.

Fie yOO un numdr real oarecare.Notdm cu x=a’.Se vede cd x[1(0,+») si logax=log.a’=y

Deci f(x)=y,ceea ce ne aratd cd f este si surjectivd.Asadar f este bijectiva.

4.Inversa functiei logaritmice este functia exponentiald

Functia logaritmicad f:(0,+) — [ ,f(x)=log.x, fiind bijectivd,este inversabild.Inversa ei

este functia exponentiala g0 — (0,+) g(x)=a*.

Tntr-adevdr dacd x0 (0,+0) avem (g 0of)(x)=g(f(x))=g(logex)=a"%,*=x si dacd y(I 0 ,atunci

atunci (fog)(y) = f(g(y)) = f(a”)=log.a’=y.

3)Proprietatile logaritmilor
Folosind proprietatile puterilor cu exponenti reali obtinem urmdtoarele proprietati
pentru logaritmi:
a.Dacd A si B sunt doud numere pozitive,atunci
logs(AB)=log.A+log.B

(logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logaritmilor celor doud numere).
fnfr‘-adev&r‘,dac‘d log.A=x si log,B=y,atunci a*=A si a’=B.Cum ax*y=GXEaY,obtinem
A*Y =A*B si deci log,(AB)=x+y=log,A+log.B.
Observatie.
Proprietatea se poate da pentru n numere pozitive Ay,A;,..., A, adicd
Loga(A1A;_A,)=log.Ai+log,Ar+logaAs+.. +log.An
b.Dacd A si B sunt doud numere pozitive,atunci

|Oga§ =log.A-log.B



(logaritmul catului a doud numere este egal cu diferenta dintre logaritmul numdra-
torului si cel al numitorului).

Tntr-adevér tindnd cont de proprietatea a.,avem IogaA=|oga(§* Bj =Ioga§+logaB,

de unde rezultd cd IogagJogaA-logaB.

Observatie.
Dacad punem A=1 si tinem cont cd log,1=0,0btinem egalitatea:

1
log,— =-log,B
9 B 9

c.Dacad A este un numar pozitiv si m un numdr real arbitrar,atunci
logaA™=mlog,A
(logaritmul puterii unui numdr este egal cu produsul dintre exponentul puterii si loga-
ritmul numarului).
fnfr‘—adevar‘,dac‘d log.A=x,atunci a*=A.Dar atunci A™=(a*)"=a™ si deci log,A™=mx=
=mlog.A.
d.Dacd A este un numar pozitiv i n un numar natural(n=2),atunci
loga¥/ A =log,A/n
(logaritmul puterii unui numdr este egal cu produsul dintre exponentul puterii si logaritmul
numarului).

2 . . . oy A 1
Intr-adevar, proprieatea d este un caz particular al proprietdtii ¢ pundnd m=—.
n

Exemple
1)Sa se calculeze logs75.
Log375=Log3(3*25)=Log33+L0g3;25= 1+Log352= 1+2L0g35.
2)Sad se determine log21000-log,125

Avem log,100-l0g,125=log; 1f2050 zlog,8=log,23=3.

3)Sa se calculeze I1g0,18-1g180.

Avem Ig0,18-1g180-=| %ﬂ i'| 103=-3
95T 180 F1000 0 T

4)Sd se calculeze I0961_18+I096i

12
Avem |ogél_18+|ogéé =-logs18-logs12=-(logs18+l0ge12)=-loge(18*12)=-logs6=-3.

5)Sd se calculeze log,%/81 .Avem log,%/81 =é I09281=é Iogz34=g log.3.

6)5d se calculeze log,4/8 Avem |0924\/_=% I0928=% I09223=§ I0922=§.

4.Schimbarea bazei logaritmului aceluiagi numar
Dacd a si b sunt doud numere pozitive diferite de ljar A un numdr pozitiv oarecare,are loc
egalitatea:



1)

Log.A=LogsA*Log.b
fnfr‘—adev‘dr‘,dac& Log.A=x si LogpA=y atunci avem a*=A si b’=A de unde obtinem a*=b".Dar atunci
Log.a*=Loggb” sau xLog.a=yLog.b.
Cum Log.a=1,avem x=ylLog.b,adicd Log.A=LogsA*Logqb.
Observatie.
Dacd in egalitatea de mai sus A=a,obtinem Log.a=Logsa*Log.b.Cum Log.a=1,rezulta
ca:

Logab=
o3 log, a

Exemple

1)Sd se scrie logzx in functie de logasx.
Avem log,x=logsx*log,4=2logax.

2)Sa se arate cad log,6+l0gs2>2.

Avem log,6+loge2=log,6+ )
92 9 92 log, 6

Deci trebuie sd ardtdm cd log,6+ I 1 5 >2 sau (logz6)?-2log,6+150,sau incd (log26-1)?>0

2
inegalitate evidentd deoarece log,6 # 1.

5)Operatia de logaritmare a unei expresii

Sa considerdm expresia:

g 17°4131+ Y02

RI37*98* 23
Vom logaritma expresia fintr-o anumitd bazd convenabild a.Folosind proprietatile
logaritmilor obtinem:

log.E =logs(17°4/1313/92) -log.3/37* 98* 23 =l0gs17+loga4/131 +loge 392 - 'Oga(37598 29

1 1 1 1 1
3log.17+ 1 loga131+ 3 log92 5 log.37 = log.98 = log.23.
Deci am obtinut egalitatea:
Log.,E=3Ioga17+1 Iog,,131+E Iog,,92-E Iog,,37-E Iog,,98-E log.23.
4 3 5 5 5

In general, dacd E este o expresie algebricd Tn care apar produse de puteri si radicali,
putem sd-I asociemexact cain exemplu de mai sus,0 expresie,notatd log E,in care apar
sume (diferente) de logaritmi Thmultite eventual cu anumite numere rationale.Operatia
prin care expresiei E i se asociaza expresia log E se numeste“operatie de logaritmare”.

Exemple

Fie E=a® {/ab® Prin operatia de logaritmare obtinem:



loc.E=log.(a® ¥/ ab® )=log.a’+log. {/ ab® =2Iogca+% Iogca+$ logb.

3
2)Fie E= 4,/% Prin operatia de logaritmare,obtinem:
at 1 at 1 3 5
log.E =log. 4/F 7 Ioch 7 (logca®-log.b°)= 2 log.a- 2 logb.

Adesea n calcule este nevoie sa se facd si operatia inversd,adicd unei expresii in care intervin
logaritmi sa-i asociem o expresie fard logaritmi.

De exemplu,sd considerdm expresia IogCE=2Iogca—% log.b-3log.3.

Folosind proprietatiile logaritmilor,avem:

a.2

a2
=log.
Jox3® T 21

Log.E=log.a’-log.+/b -log.3°=log. ,de unde obtinem cd

a.2

E= .
274b

Ecuatii si inecuatii logaritmice

1)Ecuatiile logaritmice sunt ecuatii Tn care expresiile ce contin necunoscute apar ca baza sau ca
argument al unor logaritmi.

De exemplu:logx+1(x+2)=1;Ig(x2+x—2)= 3:log,(5x%+3)=lg(2x+3)-1.

Folosind injectivitatea functiei exponentiale,avem ca rezolvarea unei ecuatii de tipul loggy.f(x)=b
este echivalentd cu rezolvarea ecuatiei f(x)=g(x)’.Vom avea insd grijd ca solutiile obtinute sd
satisfacd f(x)>0,9(x)>0,g(x) % 1, pentru care expresia logyf(x) are sens.

La fel ca la ecuatiile exponentiale/in practicd atunci cand avem de rezolvat o ecuatie
logaritmicd,vom proceda astfel:folosind diverse substitutii precum si proprietdtile logaritmice,vom
cduta s-o reducem la rezolvarea unor ecuatii simple,de reguld de gradul intdi sau de gradul al doilea.

Exemplu
5d se rezolve ecuatia:log,(x*-3x+9)=2.
Obtinem x%*-3x+9=x* si deci 3x=9,x=3.Deoarece pentru x=3>0expresia x°-3x+9 este

pozitivd,rezultd ca x=3 este solutie a ecuatiei.

Rezolvarea altor ecuatii se bazeazd pe injectivitatea functiei logaritmice,si anume din
log,f(x)=log.g(x),deducem f(x)=g(x)impundand conditiile:f(x)>0,g(x)>0

Exemple

1) Sd se rezolve ecuatia:lg(x*-15)=Ig(x-3).Deducem cd x*-15x=x-3 deci x*-x-12=0



adicd x;=4,x,=-3.Deoarece pentru x,=-3 obtinem x-3=-3-3=-6<0,rezultd cd x,=-3 nu este solutie a
ecuatiei.Deci numai 4 este solutie.

2)Sa se resolve ecuatia:ZIg(x—l):%ng5-lg\/;.fn aceastd ecuatie punem de la Tnceput conditiile x-
1>0,x>0 pentru a avea sens expresiile Ig(x-1),Ig x5,\/;, Ig\/;.
Ecutia se mai scrie 2Ig(x-1)=glgx—%lgx si deci 2Ig(x-1)=2lgx.Prin urmare,lg(x-1)=Igx,de unde

obtinem x-1=x,-1=0,contradictie;rezultd deci cd ecuatia datd nu are solutii.
3) Sa se rezolve ecuatia:llg(x+7)+lg(3x+1)=2.Punem  conditile de existentd a

logaritmilor:x+7>0,3x+1>0,deci x>—%.0btinem lg(x+7)(3x+1)=2 si deci (x+7)(3x+1)=10°=100.Rezultd

ecuatia de gradul al doilea 3x%+22x-93=0,de unde rezultd x1=3,x2=-3—;' .Deoarece -3—1 <-% ,obtinem ca

3 este singura solutie a ecuatiei date.
Observatie

Ecuatia precedentd nu este echivalentd cu ecuatia Ig(x+7)(3x+1)=2 care are doud solutii x;=3 x,=-

31 a o . .
3 ,deoarece pentru amandoud aceste valori ale lui x,Ig(x+7)(3x+1) are sens.

4) Sd se rezolve ecuatia:Iogz3x-3log3x—4=O.Avem conditia x>0 gi fdcand substitutia logsx=y,obtinem
y?-3y-4=0.Deci y;=4,y,=-1.Din logsx=4.obtinem x=3* x=81,iar din logsx=-1,0btinem x=3'1,x=%.

In continuare vom rezolva cdteva ecuatii care nu se pot incadra Tntr-un anumit tip.Astfel pot
apdrea ecuatii cu logaritmi scrisi Tn diferite bazeecuatii in care apar expresii contindnd
necunoscute si la exponenti si la logaritmi etc.

5)Sd se rezolve ecuatia:logax+logsx=1.Deducem aplicand formula de schimbare a bazei,:g—)z( +|Ig—§ =
lg2ig3
sau Igx= 192193 _ 192193 Deci x=10 "% .
lg2+1g3 g6
6)Sa se rezolve ecuatia:logsx+log,3=2.Deoarece log,3= rezultd logsx+ =2 Notand
09, X log, X
logsx=y,obtinem y+1 = 2 ,adicd y?-2y+1=0;deci y=1,adicd logsx=1.Prin urmare x=3.
y
7)Sa se rezolve ecuatia:x'9*?=1000.Punem conditia de existentd a

expresiilor:x>0.Logaritmand,obtinem o ecuatie echivalentd Ig(x*?)=Ig1000 care devine
(Igx+2)lgx=3.Notand Igx=y avem y?+2y-3=0 si deci y;=-3,y,=1.Din Igx=-3,
obtinem x=107 x=0,001,iar din Igx=1 rezultd x=10.

2)Sisteme de ecuatii logaritmice



Tn astfel de sisteme se aplicd metodele aratate anterior la ecuatiile de tipul respectiv.
Exemplu

5d se rezolve sistemul x*+y?=425

lgx +lgy=2
Obtinem pe rand sistemele x*+y*=425 x?+y?=425
Igxy =2 < xy=1000
x,y>0 x,y>0

Acest sistem simetric Tl putem rezolva pe cdile cunoscute din clasa a IX-a:punem s=x+y p=xy si vom
avea s2-2p=425  s°z625 s=+25
P=100 < p=100 - p=100
Sistemul s=25
P=100 da solutiile (5,20),(20,5) care satisfac si conditiile de existenta ale sistemului
initial x> y>0.Sistemul s=-25
P=100 da solutiile (-20,-5),(-5,-20),care nu convin.

3)Inecuatii logaritmice

Rezolvarea inecuatiilor logaritmice se bazeazd pe proprietatile de monotonie ale functiei
logaritmice.Am vdzut cd functia logaritmicd este crescdtoare dacd baza este supraunitara si
descrescdtoare dacd baza este subunitarad.

Exemple

1)Sd se rezolve inecuatia:log, (2x-1)>-3.Avem cd -3=log,27 s§i inecuatia devine log,(2x-
3 3 3

1)>Iog}27.Deoar'ece baza % a logaritmului este subunitard (functia g:(0,) — 0, g(Xx) = Iog} X este
3 3

descrescdtoare),inecuatia devine 2x-1<27 adicd x<14.In acelasi timp,din conditia de existentd a

logaritmului initial avem 2x-1>0,deci x>% .Deci obtinem pentru x valorile posibile XD(%,14 )

4) Sisteme de inecuatii logaritmice

In astfel de sisteme se aplicd proprietdtile si metodele ardtate anterior la inecuatiile
Logaritmice.Rezolvarea acestora se reduce in definitiv la rezolvarea sistemelor de ine-
cuatii Intdlnite n clasa a IX-a.

Exemplu

Sd se rezolve sistemul



2-2x-3

257 5
logs(x?-3x+9)<3.  Observdm mai intdi,cd x*-3x+9>0 oricare ar fi x real(A = -27 <0)
|x-2[>3 deci logaritmul este definit pentru orice x real.

Deoarece 3=logs27 sitinand seama de monotonia functiilor exponentiald i
logaritmicd,rezultd sistemul echivalent

X2-2x-3>x+1 x2-3x-4>0
X?-3x+9<27 = x%-3x-18<0
|x-2]>3 |x-2]>3

Multimea solutiilor inecuatiei x%-3x-4>0 este M;=(—,—1) 0 (4,+»), multimea solutiilor
inecuatiei x*-3x-18<0 este M,=(-3,6),iar multimea solutiilor inecuatiei
|x-2]>3 este M;3=(—o0,-1) [ (5,+). Atunci multimea solutiilor sistemului este
M=Min M, n M, =(-3,-2) 0 (56).

Aplicatii
I.Admiterea Th Tnvatdmantul superior

1.5d se calculeze expresia:
4

20
E=log.25-log:| == | +l0q,| —
92 92( 3) 92(21j

Informaticd,Baia Mare, 1997

35 4 3,4 420
Ezlog,—=* * —~E=l0g,35* —* — =log,— =log,1=0
o0 217 0 0 21 Py

=E=0.

2.5d se rezolve sistemul

xy=40
x'9=4

Colegiu de Informaticd,Cluj,1997

xy=40=y= 470

x'9=4

lgx'?'=1g4



Igy*Igx=1g4
Ig% *Igx=Ig4

(Ig40-1gx)lgx=Ig4
lgx*1g40-lg°x=Ig4
lg®x-lgxIg40+Ig4=0
Notam Igx=y
=y?-ylg40+Ig4=0
A =1g°40-41g4=(Ig4+1g10)°-4lg4=Ig°4+2|g4+1-4Ig4=1g°4-2Ig4+1=(Ig4-1)°

lg40+ (Ig4-1
yypr 99029470
Y1:|g40+2|g4_1=2|g4=|g4:>ng:Ig4:>x:4;y=1O
y2=w=lzlgx=1:x:40;y=4

3.5tiind cd log4o100=q,sd se exprime logi25 Tn functie de a.

Chimie Metalurgie, 1981

Log;,lOOm:lg&:a:a: 2 = 2 :IgZ:ﬁ
Ig40 1+2log,,2 1+2Ig2 2a
Ig10 1 2-a
2 >y — - —
:|091625:|925:I954:2I95: g5 _ ¥ 2 :|091625:1 192 _ 2a _3a-2
lgl6 Ig2* 4lg2 2lg2 2Ig2 21g2 2*2—3 4-2a
2a
logy, (1g150)°

4.Stiind cd a=1g2 si b=Ig3 sad se calculeze x=3

Matematicd-Fizicd,Sibiu,1998

X = 3 10927(19150)°
o x = 3%00(09150) = 97196 (1091%0) 14150 = |g50+1g30 = Ig%O +1g3=19100-1g2+b=109,,100-1g2+b =
=2-a+b

log, x +log, \y +log, ¥z
log, x +log,+/y +10g,3/z

5.5d se arate cd expresia: E= este independentd de valorile strict mai mari

ca 1 ale variabilelor x,z,y.

Inginerie,Constanta, 1996



£ = 100,/ y¥/2)
log, (xy/ yi/z)

o log,t _log,t log, 3
Notdm x,/y¥z=t=>E=—2-=_—2_=|og,t* —2-=log, 3= E =log, 3
iz log,t log,t 9 log, t 9 9
log, 3

II.Concursurile scolare
1.60rj2001-faza locald

Sd se arate cd dacd x,,y,z[1(0,1) are loc inegalitatea:
Log.yz+logyxz+log,xy = 6;

Log.yz+logyxz+log,xy=(logsy+log,x)+(log.z+log,x)+(log,z+log,y) > 6
Daca x,y1(0,1) = log, y >0
Log.yz+log,xz+log,xy = 6 are loc doar cdnd x=y=z.

2.Bacau2001 - faza locald
Sd se calculeze:

log, 24 log,192 -E
loge 2  log,, 2

Notdm a=log,12
Log,24=log,12*2=log,12+log,2=a+1

1 _ 1 _ 1 _ 1
log, 96 - log,12* 8 - log,12 +10g, 8 “a+3
Log2192=log,12*16=log,12+log,16=a+4

Loges2=

(a+1)(a+3)-a(a+4)=-3= 3=3(A)
3.Clyj2001 -faza locald

Sa se rezolve ecuatia:

2*log, X | _ A o o
———— | = COS7K, unde [a] este partea intreagd a numdrului a 0.,
log=2 x+1



Cos ix={-101}0Z
2* log, x 2log, x
— =27 =1 —2" _[[-10) = log, x<0= xO(01
I_|:|0922X+1:| |0922X+1 [ :L ) gz = ( )
S =01 n{2k+1/k0Z}=0

% =0©MD[O,1)© log, x=0;log, x£1=
II.| log®2x+1 log, “ x+1

= [L+o)\ {2} n {2k +1/kDZ} = {2k +1kON} = S,
2log, x | _ 2log, X _ _
2R g 292 R ff10] s log, x=1= x =2

III[Iogzzx+J :|0922X+1 12 = tog, x=1= x

Ss={2k+1/k0Z} n {2} ={2}
s0S0S, ={k+1kON}O{2}

S.



