INFINITUL MARE, MIC SI UNITATEA.
Referat de Wagner Emil, inginer pensionar

Limitele fungiilor sunt o problera spinoag pentru liceeni deoarece, la nivelul lor de petiegpsunt
definitesi se rezolv folosind tot limite. Deci un cerc vicios din cdoarte puin au capacitatea de giie
Prin introducerea nwnii de ,infinit mic” care anticipeaz naiunea dedifererntiala studiad ulterior,
cercul vicios dispare prin folosirea unui nou apa& calcul al limitelorneglijarea termenilor cu vitéz
de crgtere mic.

Referatul familiarizeaz cititorul cu ga numita problend a lui Achile cel iute de picioGare dgi poate
intrece in alergare o brodisestoas nu o poate irisajunge din urri,

Wikipedia, enciclopedia libéy definete infinitul matematic astfel:

~cuvantul infinit provine de ldat. infinitas care inseamn'nemirginit”. Se refeti la mai multe concepte
distincte, de obicei legate de ideea d&difsfarit” sau "mai mare decat cel mai mare lucru la caee
pofi gandi®, care apar Trfilozofie, matematid, teologie dar si in vigra cotidiani. In matematid, infinitul
este deseori folosit ca ndm(de ex. el nudra sau n@gsoau lucruri). Infinitul este relevant in legurd cu
limite matematicesi altele Tn mod negeptat s-a putut dovediic luate dug bogifia lor de membri
(cardinalitate), existi mai multe feluri denukimi infinite.”

La ce se refer,feluri de mulgimi infinite” explicitate mai sus?

Infinitul se noteaz cu simboluko si, in cazul mufimii ¥ (a numerelor natate, considerat a fi cea mai
pwin potenti adici avand cele mai gine elemente)are cardinalitatea (numirul de elemente;“:ﬂ, care
se citgte alef-zero, N(alef) fiind prima litet din alfabetul ebraid¥o estecel mai mare nugr pe care ni-|
putem imaginaAteryie! Multimea numerelor prime, a numerelor pare sau a nuonet®izibile prin 5,

toate submuimi ale mutimii I au tot potema ND, desi ar pare evident ca nuirul de elemente este mai
mic. Multimi teoretic mai potente (cu mai muti termeni) cum ar fi multimea Z (a numerelor

ntregi) care are In plus faia de mulsimeal¥ ramura negativa, are tot cardinalitatea Np,

Numarul de puncte ale unei drepte este otimé mai poterit deoarece apare ca un infinit de infinite.
Intr-ade\ar putem aterne pe o dreajptfara suprapuneri, o infinitate de segmente mai mici reail mari
avand fiecare in parte cate o infinitate de pun©tenukime de acest tip este nuehinmatematic'de

puterea continuului” si arecardinalitate& (C goic) mai mare cao

O mukime mai poterit decatc poate fide exemplu muimea tuturorfungiilor care se pot defini pe o
multime de potefi €. Aceasi potena se noteaézcuf(f gotic).

Cu defintiile de mkai sus putem stabili rgige:
. K\*l\c: =8y Suma oricator mtimi de aceeg potena nu schimh potend.
o Ng+No=c Produsul (funga de fungie) a 2 mulimi ridica potena

Se pot astfel imagina o infinitate de mauli infinite din ce in ce mai potente.

Sa nu confundm cardinalitatea unei mgimi cu limita spre care tinde ultimul ei elemenar@inalitatea
reprezini numirul de elemente ale ntirhii pe cand fiecare element in parte poate fi emat de o
constant sau fungune oarecare. De regutietermiram valoarea spre care tind elementele uneiimul
calculand limita pentru valori foarte mari ale \anilei. Nimeni nu poate afirmai@ceast limita trebuie
si fie infinita. Ea poate fii nuli, determinat sau nedeterminatin calculul limitei, in afar de operandul
afectat variabilei, un definitoriu rol poate fitdeit de valoarea unor constante.



De exemplu:

K* (K la puterea x) pentru un X foarte mare are 4 waliferite, si anume:

Pentru K>1 KX=o0
K=1 K*=1
K<1 K*=0
K<0 K* = nedeterminare deoarece ia valoare@entru x par respectiveo pentru x
impar

Valoarea 1 (unitatea) apare aicisc&aloarea O cu proprigi singulare.

Cu 0 suntemamuriti. El desparte numerele pozitive de cele negalimn avea ocazia de a mai reveni
asupra elementului O din mumi. Ce semnificge poate avea iasinitatea?

Insasi expresiile larg folositesupraunitar respectivsubunitar dau o semnifigie aparte acestui punct.
Aceste sintagme apar de obicei la fiamrdinaresi exprima marimea nuniratorului faga de numitor.

Toate fragile care au nurratorul mai mare decat numitorul se plasege ax in dreapta unitii pe
cand cele cu numitor mai mare in stangmanand in domeniul pozitiv.

in multimile Q anumerelor rdonalesi R anumerelor realeputem crea cate 2 subninii respectivA
care cofine toate elementele mai mari decat O dar mai decét 1si B care cogine elementele mai mari
decat 1

A si B au cardinaliiti egale deoarece fiecare element din A are un eleomr@voc in B egal cu inversul
siu. Putem defini deci unitatea drept mijlocul nmii elementelor pozitive dirlR

Sa reluim studierea elementul 0. El face parte din toatétimile amintite mai sus deci este naim
natural dei are semnificaa mukimii vide deci de pimic”

Din constatarea @ unitatea este junatatea unei mukimi infinite rezult a ca ne putem apropia de 0 la
fel cum ne putem apropia de infinit, adié fara a-l putea atinge. Dad la infinit aceasta afirmatie

este de la sine de ieles, deoarece poate exista oricand un nd@mmai mare cuprins in notiunea de
infinit, cu O nu pare atat de evident in aceeaiacar fi posibil un element mai micsi totusi mai mare

caO.

Ne-am obknuit cu O numar si putem cu greu s admitem O drept limita unei mulgimi infinite.

intre Osi oo exist o relaie care estgi totusi nu este biunivag,

Prin defintie N/O =0 in sensul & ori ce nunir divizat prin O rezult infinit.
Reciproca este adanata deci Nbo = 0 Tn sensul&ori ce nunar divizat prin infinit rezulé O
Dar 0*o nu trebuie &rezulte N ci este ucaz de nedeterminare

Un capitol intreg din matematicce precedecalculul diferemial (deoarece elementul principal al
calculului diferemial estederivata, o limita) se ocup deLIMITE adic de valoarea ultimului element al
unei mutimi create de variabila unei fugic

Similitudinea intre aprecierea niahii vide (deci nundrul 0) ca invers al infinitului r indrepiteste s

definesc o noauinaiune infinitul mic. Nimic nu-i nou sub soare. Geometria diferaid lucreaa curent
cu infiniti mici pe care i-i numge diferentiale si au notaia dx, dy respectivdz. Dar la studierea limitelor,
liceanul Th@ nu a ficut cungtinta cu diferemialele ga cé pot apare mari dificuiti, de regut Tnvitarea



matematicii ca pe o0 poezie ceea ce estej dupea prere un defect crucial. Matematica trebuigieas
nu Tn\atata papagalicge. X + Y nu fac intotdeauna 3 '!!

Deci, ce este un infinit mig cu ce se Nan&?

Geometria definge punctul drept intersgta a 2 drepte. Punctul este atat de mic incat gment de
dreapd, oricat de mic ar fi, came o infinitate de puncte. Un punct are o dimensjwchiar dat ,inca”

nu avem instrumentul cu cara-lsmasum@m si nici unitatea de @su’l Tn care &i exprimam marimea.
Exista deci un punctal cirui dimensiune este ymfinit mic” , diferit deO.

Indiferent dag, in cadrul unei mdyimi generate de o fufie oarecare thapropii de infinit sau de 0
variabila independeata fungiei creste/scade cu un infinit mic la fiecare pas. Decedifia intre valoarea
consecutii a elementelor mgmii de valori ale fungei este un infinit mic, un punct aagat variabilii
independente. Diferga intre tendita spre infinit sau 0 este deci semnul infinitulucm

Un infinit mic este cert subunitar precum un infimare este supraunitar.

Luand in considerareaquterile succesive ale unei valori subunitare slimtce in ce mai mici influga
asupra valorii fungei devine mai mig cu cat crgte puterea variabilei independente. Exact invers se
petrec fenomenele in cazul tinderii variabilei ipdedente spre valori mari, puterile mai mici pot fi
neglijate in favoarea celei mai mari. Putem dedinde ,viteza de cragtere (descrgere) a fungei, in
general dictdi de puterea la care este ridicaairiabila independeit Astfel pitratul lui X creste mult mai
repede decat X la valori supraunitare (deci mair@nd aceka patrat descrgte mult mai repede decat X
pentru valori subunitare (deci apropiate de 0).

La un polinom oarecare (0 suitle puteri ale variabilei independente X), fu@qe care o reprezint
poate fi asimilat, la calculul limitei, identic cu termenul celei mmari puteri in cazul cgterii
nemarginite a variabilei, respectiv cu termenul celeainmici puteri in cazul desgciterii spre 0 a
variabilei.

ATENTIE! Notiunea determen cuprindesi coeficientul ce multiplia puterea respectiva variabileisi
chiar si semnul lui algebric. Aceastprecizare devine esgala cand fun@a este reprezentadrept o
fractie avand la nugrator si numitor polinoame.

Deci, pentru absolut toate funle polinomiale inclusiv a fraglor rezultate din polinoame limitele pentru
valori mari sau mici ale variabilei se calcul@a@mplu prin neglijarea termenilor care au viteza d
crestere/descrgere mai mig.

Avand la dispozie un ,aparat” careasi inlesneast calcularea lesnicioas majorittii limitelor liceanul
se poate dedicafilegeriisi asimilarii notiunii de ,nedeterminare§i aparatul folosit la ridicarea ei adic
tot calculul diferefial cu toate problemele pe care le ridiDerivata este prin defigie o limita si, cu mici
excepii, foarte wor de calculat dacai ngiunea infinitului mic fiinda variabila tinde &tre O.

Notiunea de limii nu este de fapt naypentru el. Rezolvarea unei egualgebrice nu este altceva decat o
problena de limite privig Tnsi din alt punct de veder&i asimtotele studiate la reprezentarea g#adic
fundiilor pun problema de limite



