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FISA DE EVALUARE A UNITATII DE INVATARE

Nr. Caracteristici vizibile observate apreciere
crt Da+ | Nu-
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
PUNCTAJ ACORDAT
Nr. Observatii privind apreciere
crt folosirea manualului Da+ | Nu-
1
2
3
4
PUNCTAJ ACORDAT

Observaii privind apreciere
Nr. folosirea caitului de notite Da+ | Nu-
crt
1
2
3
4

PUNCTAJ ACORDAT
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CALITATEA ACTIVIT ATII -verificare oral i PUNCTAJ
1
2
3
4
5
6
7
PUNCTAJ ACORDAT
CALITATEA ACTIVIT ATII -verificare la tabl a PUNCTAJ
1
2
3
4
5
6
7
PUNCTAJ ACORDAT
Interesul pentru obiect PUNCTAJ
1
2
3
PUNCTAJ ACORDAT
Absente nemotivate Comportament la ora de clas | PUNCTAJ
1
2

PUNCTAJ ACORDAT

PUNCTAJ ACORDAT TOTAL
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CAIET DE PROGRES SCOLARC
Functia exponenialia si functia logaritmica

1. Fungia exponetiala

1)
2)
3)
4)

6)

Puteri cu exponent natural nenul;

Semnul puterii cu exponent natural;

Puterea produsulyi a catului a dosinumere reale;
Inmuttirea puterilor care au acgdaz;

Ridicarea unei puteri la alputere;

Impartirea puterilor cu acegigbaz;

Compararea puterilor;

Fungia putere.

Puteri cu exponent negativ;

10) Funaia putere de exponent negativ.
2. Logaritmi

1)
2)
3)
4)
5)
6)

Radicalul unui nurr pozitiv;

Fungia radical;

Radicalul de ordin impar al unui némrmegativ ;
Proprietiile radicalilor ;

Operaii cu radicali ;

Ecudii irationale.

3. Ecudii si inecuaii exponeniale si logaritmice

1)
2)
3)

ok

Puteri cu exponent fianal pozitiv;
Puteri cu exponent fianal negativ;
Fungia putere de exponentti@nal

Sisteme inecya exponeniale si logaritmice. Inecugi.
Aplicatii. Evaluare. Test de evaluare

Nrumar de ore: 12h
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LECTIAL......... Timp de studiu 50 minute............ CAPITOLUL 3.
Functia exponertiala

1). Puteri cu exponent real

a). Puteri cu exponent real pozitiv

Fiea> 1. Se numge puterea x a lui a un nundr realy care, pentru orice nuin
naturaln , satisface inegaiitile :

a"<y<a",

unde nurarul real x>0 are reprezeitie zecimalex' si X' prin lipsa si repectiv prin
ados cu o eroare mai ngidecatl0™".

Numirul y dat de defiria precederitse noteax a* si se citgte a la puterea x.

Fie 0 <a < 1si x un numir real pozitiv. Se nungée puterea x a lui a un nundr
realy care, pentru orice nutnnaturaln , satisface inegaiitile : a™ <y<a* .

Atentie ! Oricare ar fia > Osi x > 0 are loca*> 0.

b). Puteri cu exponent real negativ
Daci a > Osi x > 0 este un nuan real negative, atunci prin defii@ are loc:

«_ 1
a =

-x "

a
Prin converie se scriea’ =1.

c). Proprietdri ale puterilor cu exponent real
1. @ =a*’;
2.a%:a’=a"";
3. (&)Y =a";
4. (alb)* =a*
5.a":a*=(a"):(b).
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2). Fundia exponertiala

Definifie. Fungia f:R - (0,+), f(x) = a*, undea > 0, a # 1 se numge funcfia
exponentiald de bazi a.

Proprietdti

1). a). Daé a >1, atunci pentrax > 0 avema*>1 ar loca*> 1, iar pentrix < 0

are loca™ < 1.

b). Dad 0 <a <1, atunci pentra > 0 avema*<1, iar pentrix < 0 avema™ > 1.

2). Daci x = 0. atunci oricare ar & > 0 are loca’ =1

3). Pentrua > 1, fungia exponetiala f:R - (0,+), f(x) =a* este drict

crescatoare, iar pentru 0 €@ < 1, fungia estestrict descrescatoare.

4). Fungia exponetiala f:R - (0,+x), f(x) =a*, a> 0,a # 1 estebijectivd.
Demonstrétie.Se arat ci f este injectid. Fie, x,x, R astfel incatx, # x,. Atunci are
loc x <X, sau x >Xx,. Si presupunem, de exemplui cx <Xx,. Atunci, dugp
monotonia fungei exponegiale, rezult ca :

1). Dag a> 1, atuncif (x) < f(x,) sideci f(x)# f(x,).

2). Dad 0<a>1, atuncif (x) > f(x,) si deci f(x)# f(x,).

Analog, rezuli pentrux, > X, .

Decif este injectid.

Surjectivitatea nu se poate demonstra in claseaaD@r, dat se folosgte graficul, se

obsend ca oriceparaleél dus prin puncteale codomeniului (O} graficul fungiei este
interesctat In cel gin un punct.

5). Fungia exponefiala f:R - (0,+), f(x) =a*, a > 0,a # 1 este inversalil Inversa
funciei exponeriale se numge funcyie logaritmica.

3). Graficu functiei exponeniale
Graficul fungiei exponeriale se construige prin puncte.
Exemplu.
Si se construiagicgraficul fungiei f:R - (0,+00), f(X) =a”, pentruaD{Z, %}

Se intocmgte un tablou de valori pentu cele daazuri :

12 —
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X [ -3 -2 -1 o 1 2
+00
e I N
8 4 2
X [ -3 -2 -1 o 1 2
+00
69 —27 -4 -2 1 % 4 27

Graficele celor daufungii sunt reprezentate mai jos :

f(x)= 2 K@z(%)

y‘
27

-3 -2 :_10

Analizand cele daugrafice, constéam ci ele au urrtoarele propriei;i :
1. Graficele se gsesc deasupra axex ;
2. Trec prin punctul de coordonate (0, 1) ;
3. Graficul fiecirei fungii este construit dintr-o singiramus care ,,urg”

Tit Tihon CNRV Roma
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4. Graficul se apropie din ce Tn ce mai mult de @xgozitiva dac dac 0<a<lsi
deOx negativ dac a > 1.

CE TREBUIE SA STIM

m

1. Orice putere mgonaki de formaan se poate scrie sub forma unui radical de

forma Q/E.

2. Daci a>1 este un nuar real, atunci dintre dduputeri cu exponent t@anal
pozitivale ale acestui nuin este mai mare acela alrei exponent este mai
mare.

3. Daci 0 <a <1 este un nuan real, atunci dintre dd@uputeri cu exponent
rational pozitivale ale acestui ndim este mai mare acela dlrei exponent este
mai mic.

4. Prin nunarul real y =37 se ineleg aproxinarile:

1g+/2<2 S<y<d
14<+/215 3 <y<3t®
141<42<142 = 3Wlcy <32
1414<+/2 <1145 3L414 < y< 31145

14 B
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LECTIAL .............. Probleme rezolvate ............. CAPITOLUL 3.
NF;
El. C3-1.Ce se irelege primumarul real y = (?13) se neleg aproxinarile:

El. C3-1. Rezolvare

2 1

eyl
1s+2<2 3 3
14< \/_2,],5 1 15 1 14
14142 <142 = 3 <ys(§j
1,414<+/2 <1145 1)1

= < y< 3
.......................... y<

3

E 1,415 j y . (})Ll44

3 13

E2. C31-1.S4 se demonstrezei ¢undia f:R - (0,+), f(x) =3* este strict cregtoare.
E2. C3-1. RezolvareDin x <X,, rezult ci exisé u > 0 astfel Tncatx, = x +u.

Atunci @ —a*® =a* -a“™ =a" (1-a")si deoarecau > 0 dup proprietatea furnei
exponemiale rezult ca a’>1. Asadar, a® >001-a"<0, de undea™(l-a")<0.
Inseaméi ca a* —a* <0=a* <a® = f(x) < f(x,) =f strict cresatoare.

. -4l (26
E3. C32-1 S se adug la forma cea mai simpl (\/5) S

E3. C3-1. RezolvareAvem succesiv:
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_1@3‘% 1348 148y 242 1 2z
:{221 =2 226:222:[_) :(_j ]
E4. C3-1 S se comparensi n dac este adevrati inegaitatea:
(3-vV2)"=(3-2)".
E4. C3-1. Rezolvare Baza fiind subunitar 0<+/3-+/2<1, pentru adeirul
inegalititii rezulti m< n.
E5. C3-1 S se afle mulmea valorilor luix pentru care:

(002)° [{(v10)* <1.

E5. C3-1. RezolvareAvem succesiv :

1 3 i i
(001)° EQ\/l_O)X<1<=(mj 102 <le Q0?)°00? <1

1 e X
~102° 10 <1-10 2 <100 —6+§<0 < x0(-»12).

X x-1
E6. C3-1 Sunt echivalente inegaititle (%) >[%) si 2x<x-17

16 |
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LECTIAL.........ceeeeee Fisa de studiu.................. CAPITOLUL 3

S1. C3-1.S4 se afle care nuiin din perechile de numere este mai mare:

a). (05)™si 2°; b).5% 5i 5% ; ¢).¥6° si ¥6 .
S2. C3-1.54 se afle mulmea valorilor luix pentru care este adeati inegalitatea :

a). 3*< 729 b). ( J Q/3>1; c). 32%/2)* > 025.
S3. C3-1.S4 se comparensi n daa este adeirata inegalitatea:
2). 3™ < (37" b). G’Q (5”) Q). W7 -+3)"< (7 -3)".

S4. C3-1.Compard numerele cu 1:

1 5 f
a). (\5)2 b).[ j o). (f3-42) 2 d. (”le |

S5. C3-1.54 se aflex astfel incata™ > (lj , undea >0 este un nuan real pozitiv.
a

S6. C3-1.S4 se demonstrezéi ¢ungia f:R - (0,+), f(X) =3* este strict cregtoare.
X+1
S7. C3-1.S se studieze monotnia fugiei f:R - (0,+00), f(X) :(éj

S7.L2-1.S4 se traseze graficul funitor f:R - R:

a). f(x)=3%; b). f(x)=2"; ¢). f(x)=2";

d). f(x)=2"-2; e). f(x)=2M; ¢). f(x) =23
S7. C3-1.S4 se traseze graficul fuitor f :R - R:

X x1 i
a). f(x) :[éj ; b). f(X) :[%j . c). f(x) :[%) -1
d). f(x):(%j +1:e). f(x):(%j_ . 0). f(x):zgmx,
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REZOLVA TI PROBLEMELE PROPUSE LA FI SA DE STUDIU
REZOLVARILE SE PUNCTEAZA PENTRU NOTA FINALA
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LECTIA 2.......... Timp de studio 50 minute............ CAPITOLUL 3
Logaritmi
1). Logaritmi
Fie a>0 un nundr reaki a#l. Ecugia de formaa*=N, N >0 (1) are o soltie unic
determinat notati prin: x=1og, N (2).
log, N se numgte logaritmul numarului poztiv N in bazea.

Din (1) si (2) se olfine a°%" =N, care ne aratca logaritmul unui nuréir real pozitiv
este exponentul la care trebuie ridichazaa pentru a otine nundrul dat.

De exemplu, a calculéog,32,inseama a disi un nunir realx asa incat § avemy’ =
32.rezuli x = 5.

a). In practid se folosesc logaritmii in baza zece care se maiesu logaritmi
zecimali. Se noteazcu Igin loc delog,,

a). In matematit se folosesc logaritmii in baza=2718281.. care se numesc
logaritmi naturali si se noteazcu Inin loc delog, .

2). Proprietatile logaritmilor
1. Daci Asi B sunt do& numere positive, atunci are loc:
log,(ALB) =log, A+log, B.

Proprietatea se poate extinde pentrunumere pozitive A, A,, ...,A, si avem:

log, (A [AL..[A,) = log,(A) [10g,(A)L...Log, (A,) .
2. Ioga(gJ =log, A—-log,B.

3. Dac A este un nudr pozitiv si m un nundr real arbitrar, atunci are loc:
log, A" =mlog, B.
4. Daci A este un nu#r pozitiv si n = 2 un nundr natural, atunci are loc :

IogaQ/K =1 (og, A. Proprietatea 4 poate fi prigita un caz particularal proprigt 3.
n

Tit Tihon CNRV Roma 23



3). Scimbarea bazei logaritmului aceluigi numar
Daci asi b sunt dod numere pozitivediferite de 1, i&run nunir pozitiv oarecare, are
loc egalitatea:
log, A=log, Allog, b
Numita formula de schimbare a bazei unui logaritm.
Daai in egalitatea de mai sus = a, atunci formula devineaaa ;

log,allog,b=1=log,b=

log,a

4). Operatia de logaritmare a unei expresii

Operaia de logaritmare are scopul de a transforma ope@mplicate de inmukre,
Tmpartire si ridicare la putere Tn opgiade adunare, sceresi impartire la numere

naturae.
Sa se logaritmeze expresi@:= @
32[72[F33

Se logaritmeazexpresia intr-o bdzoarecare :

155231351
log E=log —r 22— 2" 231357 -log (3272733 ==
og, E=log === og, (153/2313/51) -log(

log,15+log, ¥231+l0g, ¥/51) —B [{log, 32+log, 72+log 733} =

= |09515+é [Ibg, ZSB;E[bgH 51{; E[bga32+; [Ibg, 72+; (Ibg, 733}.

in general, dacE este o expresie algebfién care apar produse de putsiri
radicali, putem &i asociem o expresie, naiabgE , in careapar sume, diferga de
logaritmi inmutite cu anumite numeretranale.

5). Functia logaritmica
Prin definfie, se numge functie logaritmica funciia f :R - (0,+), f(Xx) =log, X,

undea> 0,a# 1.

24 — |
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Proprietiti :

1. f@) =0, ceea ce inseamei log,1=0.

2. Fungia logaritmi@ este monotah si anume dat a>1, fungia este
strictcresdtoare, iar dat0<a <1, fungia este strict descregtoare.

3. Fungia logaritmici este bijectiy.

4. Fungia logaritmic este inversahil Inversafungei ligaritmice in baza este
funcia exponetiala f :(0,+o) - R, f(x)=a*.
Daci x[J (0,+) avem(gof)(x) = g(f(x)) = g(log, x) =a*** =x
sidaca yOR , atunci(f og)(y) = f(g(y)) = f(a*) =log,a’ =y.
6). Graficu functiei exponeniale

Graficul fungiei exponefiale se construige prin puncte.

Exemplu

Sa se construiagicgraficul fungiei f: (0,+0) - R, f(x)=1log, X, pentruaD{Z, %}

Se intocmgte un tablou de valori pentu cele daazuri :

o L 1 1
8 4 2
+o0
f(x) | | -3 -2 -1 0 1 3
X 1o 1 1 1 1 2
8 4 2
+00
f(x) || 3 2 1 0 -1 -3

Graficele celor daufungii reprezentate mai jos au propéite :
1).Graficele se #sesc la dreapta ax@y ;
2).Trec prin punctul de coordonate (1, 0) ;

Tit Tihon CNRV Roma 25



3).Graficul fiecirei funaii este construit dintr-o singiiramu# care ,,urg” daca
bazaa > 1si ,,coboa#t” daci baza 04a<1

y k f¥9=10g; X y b fx)=log, x

4).Graficul se apropie din ce in ce mai mult de @yegpozitiva dac 0<a<l si de
axaOy negativ dac a > 1.

5).Graficul fungei logaritmice este simetricul graficului fungiexponeriale faa
de prima bisectoare.

26 |
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LECTIAZ......ccoenenn. Probleme rezolvate.............. CAPITOLUL 3
El. C3-2.S se calculeze: a)og,128; b). Iog3%; c). log,,0,001.
El. C3-2. Rezolvarea). l0g,128=x =2 =128= 2* = 2° = x = 6;
b). Iogsé =x =3 = % =3 =3°= x=-3; ¢). log,,0,001=x=
—10°=0,001=10* =102 = x=-3.
E2. C3-2.Sa se calculeze: a)og,1000~ log,125; b) log, /81 ;

C). Iog6 +Iog6 ; d). 30g 25+ 21g125-— EIJg5.

E2. C3-2. Rezolvare
IogZB log,2° =30og,2=31=3

b) |Og35\’/a:§[[b938123[]b9334 :%mu:ﬂ';

5
1 1 l
). log, £ +10g. 5 =1og, &,

lo =log. 64 =-41=4
54 12) g6 %

3 2 2 3 _= =
d)-3EH925+2I9125—EEI195:Ig 25%25 :I95 EB :I955 2 =]g52

log, x

E3. C3-2.S4 se aratexexpresiakE = I nu depinde d&.
0

3
E3. C3-2. RezolvareAvem

_log, x _ log,x _ 1 _

- log, x - log, xog, 2 - log, 2
E4. C3-2.S4 se reprezinte pe acgiaistem de axe graficele fugitor :

f:(0+0) - R, f(X)=3si g:R - (0,+), f(X) =log, X

E4. C3-2. Rezolvare.Se intocmesc tabele de valori pentru cele adéundgii,
considerand valori caré se poat calcula yor.
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X | —oo -3 -2 -1 0 2
+00
1 1 1
) > 3 3 1 9 27
* o 11 1 1 3
27 9 3
400
gix) | | -3 =2 -1 0 1 2

Graficele celor dauifunaii sunt simetrice feéi de prima bisectoare a sistemului
de axeOxy.
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LECTIA 2..vveeeiere, Fisa de studit............... CAPITOLUL 3

S1. C3-2.54 se calculeze:
4 7
a). log,5+1log,—; b). log. 7 -log,—;
)- log, 0 5 )- logg O 36
c). log,,50-1log,, 05; d). log, 3—-log,12+log, 2.

2 2 2
S2. C3-2.Care dintre urritoarele numere este mai mare:

4 1 1
a).log, 5 sau log,—; b). log. = sau log. =;
)- log, 9¢ ) 95 95

C). 2 sau 10g,10; d). 3 sau log, 7;

S3. C3-2.S4 se determine valorile lxi pentru ca urrdtorii logaritmi s aiba sens :
a). log,(x-1); b). log,(x* +x-2);
c). log,(log, x) ; d). Iogl(log1 X).

2 2
S4. C3-2Determinai valorile lui x pentru care:

a). log, x>log, 4; b). log,(x* + x-6) >1;
c).log,(x* —1>log, (4x + 4) ; d). log, (2x) 2 0.

2

S5. C3-2.Stiind ca lg7 =psilgh = q, si se exprime n funie dep si q
a).1g07; b).Ig¥/7; c). Ig175; d). Ig74/5 .
S6. C3-2.54 se determine expresia kuastfel incat ;
a). log, x =log, 3+log,4-109,5;
b). log, x = 2log, a + 3log,(a + b) — 4log,(a—Db) ;
c). log, x=2log, 7 + 3log, 6 —4log, 5
S7. C3-2.54 se aratexexpresiile urmtoare nu depend de
log, X* . b). F = log, x +log,v/x
logs x>’ log,x+logiv/x
S8. C3-2.S4 se logaritmeze expresiie:

a).E=
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a). Ez 4134135 ;b). F :271@/41[1/31“ ;

a\/b\/am _d)_S=2(a—b) a+b.
b/am 3(a+b) Va-b

S8. C3-2.54 se reprezinte graphic fusiite:
a). f,:(~1+x) - R, f, (x) =log,(x+1);
b). f,:(0+) - R, f,(x)=log, x*;
c). f,:R\{0} - R, f, (X)=log, X*;
d). f,:R\{3} - R, f,(X)=logg|x—3|.

c).T=

REZOLVA TI PROBLEMELE PROPUSE LA FI SA DE STUDIU
REZOLVARILE SE PUNCTEAZA PENTRU NOTA FINALA
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LECTIAS............ Timp de studiu 50 minute........... CAPITOLUL 3
Ecuarii
1). Ecudii exponertiale
Se numete ecuge exponetiala, ecuaia Tn care necunoscuta este exponent sau
in care este exponentul este o expresie.
In practici, atunci cand avem de rezolvat o g@i@xponetiali, vom proceda
astfel :
Pasul 1. se impun congli de existegi exponefilor si bazei atunci cand este
cazul ;
Pasul 2. se fac transforani echivalente folosind proprigtie fungiei
exponefiale pam se oljin ecuaii agebrice cunoscute ;
Pasul 3. se verifia daa valorile ohinute la pasul 2 apan domeniului ecugei
sau se fac veifii Tn ecuaia dat initial.
a). Ecuarii detipul a'™ =b, a>0, az1 b>0.
Pe baza injectivitii functiei exponefiale ecuéia dati este echivaleatcu ecuéa :
f(x) =log,b. In aceste ectia b trebuie exprimat ca o putere aafatunci cand este

posibil).
Exemplu. Si se rezolve ectgia : 5 2 = 625.

5 *2=625= 5 *?=5'= x? - x-2=4=x*-x-6=0.
Prin rezolvarea ectiai de gradul doi se oim soluiile : S={-2,3}.
b). Ecuaii detipul a'™® =a?™, a>0, az1l.
Pe baza injectivitii functiei exponegiale ecugia dati este echivaleatcu ecuga
algebria f(x) =g(x), care se rezolvcu metode cunoscute.
Exemplu. Si se rezolve ectgia : 37+ =92,
FEH 22 I S FOD 2y A=(x—2) =X —6x=0.
Prin rezolvarea ectiai de gradul doi se oin soluiile : S= {0,6}.
c). Ecuayii detipul a"® =b®®, a>0, az1, b>0 b#1.

In acest caz se logaritmeéiaecuaia convenabil intro anuniitbaz si apoi se fac
transforniri pentru a obine o ecde algebri@ mai simpé.
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Exemplu. Sa se rezolve ectia : 2* = 3>,
Pe baza injectivitii functiei logaritmice se aofme prin logaritmare in baza 10 eg¢gaa
echivalen :
xlg2=(2x+1)Ig3= x(Ig3-1g2) =-lg3= x:—lg—?’.
2lg3-Ig2
d). Ecuayii detipul
ma2'™+n@m' @ +p=0, a>0 az1 mn,pOR.

In acest caz se face subgiua’™ =t, t >0 si se formeai o ecugie

de gradul doi, de formamt®+nt+ p+0, cu soldiile cireia se revine la substita

facuts. In final se verifia dac valorile ohinute verifici condiiile de existeri ale
ecuaiei sau se verifig direct daé egalitatea détinitia este adeirata.

Exemplu. Si se rezolve ectia : 4* +2* =272.
Se obser¥ o substittie de forma2* =t, t >0:
4+ 24 =272= (2°)* +2* =272= (2¥)* + 2 - 272=0.
Ecuaia de gradul doi atati t>+t—-272=0, are soltile t0{-1716 . Revenind la
substituie, se acceptnumait = 16. Se otine 2* =16= x=4.
d). Ecuayii detipul
a'®+p*™@+c=0 a>0 azl b>0, b#1.

Ecuaia de gradul doi atati t>+t—-272=0, are soltile t0{-1716 . Revenind la
substityie, se acceptnumai valoarea pozitit = 16. Se otine 2* =16= x=4.

2). Ecudii logaritmice

Se numete ecudie logaritmic, ecuaia In care necunoscuta este sub logaritm
sau la baza logaritmului.

In practié, vom proceda astfel :

Pasul 1. se impun condi de existegi asupra bazei logaritmulgi a expresiilor

de sub logaritm ;
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Pasul 2. se fac transforami echivalente folosind proprigiele fungiei
logaritmicesi a logaritmilor pa# se olin ecuaii agebrice cunoscute ;
Pasul 3. se verifia daa valorile ohinute la pasul 2 apan domeniului ecugei
sau se fac veifigi Tn ecuaia dat initial.
a). Ecuayii detipul log, f(x)=b, a>0, az1, .
Pe baza defigiei logaritmului ecuga dat este echivaleat cu ecuga de
formaf (x) =a°. De aici se ofin soluiile.
b). Ecuayii de tipul
log, f(x) =log, g(x), a>0, azl b>0, b#1.
Pe baza injectivitii functiei logaritmice ecuga dat este echivaleat cu ecuga
algebria f(x) = g(x), care se rezoiv
c). Ecuayii de tipul
mlog® f (x) +nfog, f(x)+ p=0, a>0, azL mn,pORIn acest caz se

face substittia log, f(x) =t, t >R si se formeaz o ecude de gradul doi, de forma

mt?> +nt+ p+0, cu solgiile cireia se revine la substita ficuti. in final se verifia
daai valorile ohinute verifica condiiile de existefi ale ecugiei sau se verifig direct

ca
egalitatea datinitial si fie adevrati.

3). Sisteme de ecua exponertiale si logaritmce
Se numete sistem de ecuasii exponeryiale si logaritmice, sistemul in care
necunoscutele sunt la exponent, la baza unui kogaau Tn expresii sub logarimi.
in practici, atunci cand avem de rezolvat sistem de ecuayii exponenyiale si
logaritmice, vom proceda astfel :
Pasul 1. se impun condi de existeid asupra bazelor, expon@ar atunci cand
este cazul ;
Pasul 2. se fac transforami si substituii convenabile folosind proprigfie
fundiei exponeriale si logaritmice paa se olin sisteme agebrice cunoscute ;
Pasul 3. se verifid daa valorile ohinute la pasul 2 ap@m domeniului
sistemului sau se fac veific Tn ecuaiile sistemului dat irtial.
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4). Inecudii exponertiale si logaritmce

Se numescinecuayii
necunoscutele sunt la exponent, la baza unui kogaau Tn expresii sub logarimi.

in practiei, atunci cand avem de rezolvat inecuarie exponenfiald sau
logaritmica, vom proceda astfel :

Pasul 1. se impun congli de existea asupra bazei, expongdar, expresiilor
desub logaritmi, atunci cand este cazul ;

exponeryiale sau

logaritmce,

Pasul 2. se fac transforami si substituii convenabile folosind proprigfie

fundiei exponeriale si logaritmice paa se olin inecuaii agebrice cunoscute ;
Pasul 3. se rezoly inecuaiile obtinute.

Pasul 4. se intersecteazsouiile obtinute cu nuimea de existga impusi
pentru a opnesolyia finala.

Pentru inecuarii exponentiale

Se obser¥ci :

a>1

f(Xl) < f(Xgi

O<a<1

o

log, x, <log, X, = X <X,

X1

<

X2

X

log, x 2logx, = X <X,

a). Daa baza exponaialei a >1, sensul inegaditii dintre imagini se pstreaz

pentru argumente.

b). Dad baza 0 <a < 1, sensul inegalitii dintre imagini se schimbpentru

argumente.

40
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Yi
1
1 1
I 1
1 1
I 1
1 1
I 1
! 1
foa) < foo] [~
P Ef(xl)s f(xz): . : (%) (z]I
(@] X1 Xo X X1 X| O X
a"lsa"zaxlsxz a"lsaxzﬁxlzxz

. : 2y 1
Exemplul 1. Sa se rezolve inectia 12~ > =,

Inecuaia nu are restritd, domeniul maxim fiindR. Deoareceé = 27%si folosind faptul

ca baza este supraunifase olgine:

X2 —4x>-3= x> —4x+3>0= x[ (-0 1) O (3+).
Pentru inecudii logaritmice
Se obser¥ca :

a). Daa baza logaritmului esta >1, sensul inegaiitii dintre imagini se
pastreaz pentru argumente.

b). Da& baza logaritmului este 0 & < 1, sensul inegalitii dintre imagini se
schimki pentru argumente.

Exemplul 2. Sd se rezolve inecui : log, (2x-1) >1og, 27.
3

1
Domeniul inecugiei este cerut deZX_l>0=>XD(E,+°°). Deoarecelog, 27 = -3,
rezuléi ca 2x-1>-3= x[J(-2,+),

Soluia inecuaiei este dat de intersega : xD(%,+c>0) A (=2400) = (%,+oo)
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LECTIAS.............. Probleme rezolvate................ CAPITOLUL 3

El. C3-3.Si se rezolve ectim : 5 =7° .
El. C3-3. RezolvareSe logaritmeaz{n baza 10 :

5" =75x:7XI95:5XIg7:>[%J - 195

g7
Printr-o noud logaritmare in acegigbaz, rezult
7 _ 14195 7_ _lg(lg(n)) -19(lg®))
lg—=lg—=— lg—=1g(lg7)) —lg(lg5 =
Xlg glg7:>xg5 9(197)) ~lg(1g5)) = x 97-1g5

E2. C3-3.54 se rezolve ectgia : 3% 5% = 771 "3,

E2. C3-3. RezolvareSe logaritmeazin baza 10 :
2xlg3+ (2x-3)lgs5=(x-DIg7+ (x+3)lg4

Dupa calculesi scoaterea factorului comunrezulé ca :
X(2lg3+2lg5-1g7-Ig4) =3lg5-1g7+3lg4 =

Ig125[64
== 3lg5-1g7+3lg4 N 7
2lg3+2lg5-9g7-4 Igﬁ

28

E3. C3-3.Si se rezolve ecyia : log, (X* —x+9)=2.
E3. C3-3. RezolvareCondiiile de existeri pentru logaritm sunt :

x>0

xz1 = x>0= x0(0+x).

x> =x+9>0
Dupi transformarea membrului doi in logarigndin propretatatea de injectivitate a
functiei logaritmice, rezult ecuaia:
X*=X+9=x"=x=9.

E4. C3-3.S4 se rezolve ectia : 6° +4* =9,
E4. C3-3. Rezolvare
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Ecugia se poate rezova printr-o subgitu Se obset ci prin Tmpitrtirea la 9* se
X X 2x X X
obgine 6 + 4 =l== 2 + 2 =1. Racand substitua 2 =t,t>0,
9 9 3 3 3

~1+4/5
—

rezulti ci ecuaia ataata t* +t —1=0 are soltiile t,, =

Pentru solta pozitiva acceptat se oline soluia ecuaiei date printr-o logaritmare n
9 J5-1
baza 10:x = —% :
lg=
J 3
E5. C3-3.54 se rezolve ecia : Ig(x* -15) = Ig(x—3).
E5. C3-3. RezolvareCondiiile de existeri sunt :
10>0
10#1 = x>15= x[0 (L5+)
x-15>0, x—-3>0

Din proprietatea de injectivitate a fuies logaritmice, rezuit egalitatea argumentelor :

_1+4/49

X =156=x-3=>x* -x-12=0=>x,, = > = x0{-34}.

Souia acceptdtde condiile de exister estex = 4.

2y-1 = A4X+2
E6. C3-3.5 se rezolve sistemul 27 243[:5 -
33 =481

E6. C3-3. RezolvareNu sunt necesare cotidde existerd pentru ecugile sistemului.
Multimea maxim este RxR. Dupi transformari ale puterilor se afme sistemul

VI =37 (By-3=4x+7 [x=2
{x+y:4x—3 - {y:B

x* +y? =425

lgx+Ilgy=2

echivalent{ = S={(23)}.

3x+y = 34><—3 =
E7. C3-3.54 se rezolve sistemul {
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E7. C3-3. Rezolvare Se impun condile de existefa pentru

>0 x [ (0,+) . .
. Se olgine succesiv :
>0 y [0 (0,+)

. X
sistemului {
y
X+y=s
X*+y?=425 [x*+y’ =425 Xy=p s=#25
= =, = :
lg(xy) =2 xy =100 s°-2p=425 p =100
p=100
Sistemul simetric are sglile simetrice

{ psf12050:>t2 —-25+100=0=1,, {520 = S={( 520), (205)}

Al doilea sistem simetric cu salile ecuaiei ataate

s=-25
=>t?+25+100=0=>t,, 0{-20-5},
p=100

nu verifica condiiile initiale ale sistemului.
E8. C3-3.16Daci a,bd(01)0 (1) si kO[0,) si se rezolve sistemul

a® -kbY =a® -kb?
y
a‘’+kb2 =a+kb .

y
a®® +b2 =a+b

E8. C3-3. Rezolvare
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LECTIAS.................. Fisa de studiu................. CAPITOLUL 3
S1. C3-3.54 se rezolve ectidle ;
a). 4 =1024; b). 9* =1 c). 2%7°=32;d). 8 =1,
81 12¢
4y 3)"° 2 gy
) = = . f . X“—-6x-25 = .
e) (9) (2) “f). 2 16v2

S2. C3-3.54 se rezolve ectidle ;
a). 7"? + 40 =347; b). 37+ 37 +37° =13;
c). 3 +5B -7 +21=0;

S3. C3-3.54 se rezolve ecuide ;
a). 5> -5 -600=0; b). 9* -3* -6=80;

C). 2[B5* =10° +4*; d). [J3+ zﬁjx —(Jg-zﬁ)x :%
S4. C3-3.54 se rezolve ecuide ;

2lgx
a). lo - =log,(x* -x—-16): b). —==_=1:
)-10,(x~1) =log,(x" -~ x~16) b). 2=
1 1 1
. —lgx==-=lIgx; d). 2lg®>x* -3lgx-1=0.
0)129x 379X )- 2lg®x* -3lg x

S5. C3-3.54 se rezolve ecuia :
a). 5ng _ 3Ig x-1 3Ig X+l _ 5Ig x—l.
S6. C3-3.54 se rezolve ecuia : 2Ig(x—1) =%Ig x? — Ig& .
S7. C3-3.54 se rezolve ecuide :
a). lg(x+7)+Ig(3x+1) =2.
b). lg(x+7)(3x+1) = 2.
S8. C3-3.54 se rezolve ectia: log’ x—3log, x—4=0
S9. C3-3.54 se rezolve ecui@: log, x+log, x =1
S10. C3-3.S4 se rezolve ecyia: log, x+log, 3=2

S11. C3-35a se rezolve ectia: X?**? =1000
Tit Tihon CNRV Roma
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S12. C3-3.Si se rezolve ectia: log, 2x +10g,, 4x = g
S13. C3-3.5a se rezolve ectia:

Jlog, #/ax +log, {/ax +\/Ioga4\/g+logx4\/E =a,a>0#1
a X

S14. C3-3.54 se verifice identitatea:

log_, x+log ¢ X+.....+10g .., X =l0g, ”W.
S15. C3-3.5a se rezolve inecuide:
a). lg(x* -3) >1g(x+3); b). Ig°x-2lgx-8<0;
S16. C3-3.5a se rezolve TlRxR sistemele:
9"y =729 X=y=90
a). { . ). { .

FIt=1 lgx+Ilgy=3’

xy =40 X‘/;: X
c).{lgy_ ;b).{f y

X2’ =4 yr=x

S17. C3-3.5a se rezolve TiRxR sistemele de inecua

REZOLVA TI PROBLEMELE PROPUSE LA FI SA DE STUDIU
REZOLVARILE SE PUNCTEAZA PENTRU NOTA FINALA
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LECTIAS......... ...Exercitii de aprofundare... ...CAPITOLUL 3
Al. Si se verifice identitatea

log_. x+log ¢ X+...+10g ..., X =10Q, X" .

Deoarece prin schimbarea bazei logaritmului tiremn Iogapx=llogax.
p

1+l+...+ 1 Iogalelogax. Ramane de demonstrat prin indiec ca:
2 6 n(n+1) n+1

1.1 1 n

—+=+..+ =—.

2 6 n(n+1) n+1

A2. Si se gseass perechile de numere realeyf) care verifié inegalitatea
log, (cosL) > log, (cost).

A3.Daa allR,a>0, atuncia” = x+1,00xR, dad si numai dag a=¢€.

A4. Si se rezolve inectia 3" +4* > 5%
A5. Si se arate £ nu exisi numere realeN >0,#1 astfel incéat, daca si b sunt

numere prime intre elépg, N si log, N si fie améndoa rationale.
A6. Sa se rezolve ectia

log, 2x+l0g,, 4x = g

A7. S se rezolve ectia

\/loga@’f'ng@+\/|09a4\/2+|ogx4\/§ =a,a>0#1
a X

A8. Si se verifice identitatea:
—_ +
log_, x+log , X+....+1l0g_,.., X =log, "Vx".

Rezolvari
A2. Condiiile de existet:
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IX>0|{#1y>0y#1l = xO(-,~1)0(-10)0(01) T (Le)- mukime simetria si
y0(02) 0 (1, 0). Deoarece §<1<g:>cosg<cod<cosg, adici

142

COSlD(E'?j 0(03), deci baza logaritmilor este subunitafrecem logaritmii la

baza cos3i atunci inecugia este echivaleétcu
1 1 1 1

> P —_—
logcosl|xl Iogcosl y Iogcosl|xl Iogcosl y

- Iogcosl y - Iogcosl|xl > 0
Iogcosl|xl Ijbgcosl y

Se obser¥ ci inecuaia este simetricin raport cw, deci daé (x,y) este soltie, atunci
si (—x,y) este soltie. Astfel solgiile inecuaiei sunt puncte ale planuliOy simetrice

fagi de axaOy. Vom considera deci sdiile inecuaiei pentru x0(01)0 (1) si
y0(02) 0 (1,»). Avem urmiitoarele patru cazuri:

>0 =

y y
Iogcoﬂ¥ >0 |Ogm$1 X <0 Iogcosl; <0 Iogcosl; >0

1°)log, x>0 2°{log,q x<0 3°110g,q x>0 4% log,q x<O0.
|Ogcos1 y >0 logcosl y >0 Iogcosl y < 0 Iogcosl. y < O

Avem Iogmz >0 < y<X, punctele sunt situate sub semidreaptax;
X

Iogm% <0 = y> X, punctele sunt situate deasupra semidreaptex;

log,, X>0 < x<1,x0(01), punctele sunt situate intre dreptele de geur=0 si
x=1|Oy;

log,,q X<0 « x>1x0(Le), punctele sunt situate la dreapta dreptei detiecya 1;
log,,, ¥ >0 = y<1yO(032), punctele sunt situate intre dreptgle 0 si y =1 ||Ox
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log,,q Y<0 = y>1yO(1»), punctele sunt situate deasupra drepteil Ox
Rezult urmatoarele sisteme de inegiia

y<X y>X y>X y <X
1°Ix0(01) 2°xO(1e) 3% x0(01) 4% xO(1,w).
yo(o)  [yofoy)  [yO@e) |yO(e)

1° Soluiile sunt in regiunea karat vertical.
2° Nu are soltii.
3% Are soldii in regiunea hgurati orizontal.
4° Are soluii Tn regiunea hgurat oblic.
Pentru inecuga initiala vom considerai soluiile simetrice fai de axaOy. Evident,
frontierele acestor regiuni nu reprezisbluii, pentru & inegalititile sunt stricte.
A3.Inegalitatea este echivalardu a* —x-1= 0,00xJR.
Fie fungia
f:R- R, f(x)=a*-x-1f(0)=0= f(x)= (0, IXOR=0 este punctul de
minim. Se E)oate aplica teorema lui Fermat. Rézuilt
f'(0)=0.f'(x)=a*Ina-1=0=>Ilna=1=a=e.
Reciproc, data=e=
f(x):%X -x-1 f'gx):eX -1.
f'(x)=0 = x=0.Avem

- o 0
X + 0
f'(x) - 0 +
+ ):O
(00 e | "
min

Din acest tablou se vede ¢ (x)=0 - e* > x+1,0x0OR.
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A4. Ecugia 3" +4* =5, are soltia x=2, care este unicasa cum rezult din faptul &

functia f :R - R, f(x):(gj +(gj -1 este strict descrestoare. Semnul funiei:

daa x< 2, f(x)=0;
dag x=22= f(x)< 0= x0(-,2).

2 +00
-1

X —00

f(x):(ij{i‘jx—l to — 0 —_—

5) 5
f(x) + 0 -

A5. Presupunem, prin absurd, existi —,m,n0Z,n # 0,(m n) =1 astfel incat
n

log, =% sicéexisﬁap,p,qDZ,q;tO,(p,q)=1astfeITncéﬂong:§:>

m P

N=a" =b® = a™ =b™, contradigie pentru & (a,b)=1, asi b fiind prime intre
ele,a,b>0a#zlb#1
A5. Punem condii de existemm: x > 0, X #1, X # %

Ecud@a devine succesiv:

1 1 3 2
+ =— < 2A2log, x+1)=3log,” x+3log, X =
log, x log,x+1 2 A2log, x+1) & %

log, 2+1+l0g,, 2+1=; ©

2 1+5 2
3log,” x—log, x-2=0 = Iogzx:T < log, x =1sauog, X:_§ = X=2
22
saux =2 3.
A7. Punem condii de existem: x >0,x # 1. Pentruasunt puse n engin
a>0az1,;
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log, 4/ax +log, {/ax =0 - log, x+log,a+2,

4
2 2
_ log,"x+2log, x+1_ o (Iogax+1j ot 5o
4log, x 2 log, X
=log,x>0(1)= x<Ldac a0l(01),x>1 daa al(Lw) = log,x=log, X,
+
intrucatlog, x > 0. Deci primul radical este egal Clgga X 1D\/| ! , lar al doilea
0g, X
- log, x+1+|log, X—
radicalIIogaX 1|D ! , astfel incat ecu devine % log. x -1 =a.

| J9og, x 2,/log, x
Pentru explicitarea modulului, avem
1° log, x21=log, x-120= [log, x-1 =log, x-1.
Ecuaia devine
Iogax+1+logax—1:a® 2log, x —a log, X

2,/log, x 2,/log, x B J9og, x

2
= log,x=a*> = x=a%;log, x>1=>a>1=>a’>1- a>1

=a >0, prin ipotea.

Daci a>1x=a* >1, care ardtci acesk este soltie.
Daci 0<a<lx=a* <1 si deci acela x este soltie. Deci x = a® este soltie.
2° log, x<1= log, x-1<0=|log, x-1 =1-log, x. Ecugia devine
log, X+1+1—|0%X:a 1

=g

2,/log, x Jlog, x

lo x:} lo x:(lf X=
& a & a

care admite sotii numai daé

—a e

i)

i2<1:>a2 >l a>1.
a
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1
Ecuaia admite soltile x=a* si x=a¥, numai dag a>1.
A8. x> 0. Pentrux =1, egalitatea este verificatAcum x > 0, x # 1. Schimband baza,
trecand la baza x, avem succesiv:
1 1 1 _
+ +....4 =
2log.a 6log,a n(n+1)log,a

_ 1 11 1 \_ 1.1 1 1 1)\_
= —+— 4.+ |=(log, x| 1-Z+Z-Z+. . +=-—|=
log,a\12 2[3 n(n+1) 2 2 3 n n+l

_ ono_ o = (e T
= (log, x)n+1 log, x™ = log, "Yx".c.c.c.d.

Iogaz x+|ogae x+.....+|ogan(nﬂ) X=
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Fisd de studiu..........coie i CAPITOLUL 3

1. Se considerfungia f : (1) - R, dat de legeaf (x) = In(In x)..
Sa se aratexfungia f este o bijege si sa se construiagidnversa ei.
2. S se rezolve TR ecugiile: 3*+4*+5* =6; 9" -5"-4* = 2420 .
3.. Se considérnumerele real@ = log, 6,b = log, 5.
a)Sa se arateca<b. b). Care dintre numerele reale uitoare
a=log, (x+3),b=log,,,(x+4), cuxO(1l,») este mai mare.
4. S se determine toate numerele reale astfel incat inegalitatea
(m+1)e? +mle™ +1)> 0, si fie adewrati pentru oricex real.
5. S se calculeze suma:Iogb ar |0g§f+ Iog§a3+ . +10g; a .
log, a+log,a” +log,a” +...+log, a"
6.S4 se afle domeniul maxim de defiiei al fungiei f:E] R - R da& de legea
f(X)=+In> x=5Inx +6 ; f(x)=arcsin(Ix) .
7.Sa se rezolve inecyia : log, 3llog,, 3= log,, 3.
5 . Inx+Ina .
8.54 se rezolve ectia : ——— =2,undel este un parametru real,@¥0.
In(x+ A)
9.Fie a,b,c numere reale distinctg presupunem a,f,y sunt numere reale astfel
incat pentru orice nuinrealx a [&™ + S[&™ + y[@™ =0.Sa se arate ca = =y =0.
logZ x—3log, X+ 2
x> -4
11.Sa se determine refia intrea si b,daé log, x—log, x =log, X, OxUJ(0,).

a

10.S4 se rezolve inecuia : >0, O<ax< 1.

12.Sa se rezolve 1R ecuaiile:
(ab)* +a® =b*>,a,b0(01) Y (1,),azb

(%T@)* +[mjx =194,
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13.S4 se determine toate numerele realastfel incat inegalitatea
m&4* +4(m-1)2* + m>1 si fie adevrati pentru oricex real.
o 1Y _me{x]]
14 .S3 se rezolve inectia ma{ax,—xj >a *,a>0.
a
15. Sa se reprezinte grafic fugia f :R - R,
909-7. x0(-e-1)

f(x)=42, x=-1 unde g(X) = Z‘XHMX_]J + Z‘XHHX‘JJ

9() -4, x0(-1)

16Sa se demonstreze inegalitatdag, , N >log, N, unde x>2 si N>1 si apoi
2 2

Iogx_l% >log, 2y,x>2,y>0.

17Si se determine valorile reale ale lua, pentru care inegalitatea
log,, (x2 +3)2 leste adetrati pentru orice X real.

a+l
18Se considerfungia f :R - f(R), f(x)=a*+a™, cua>0,azl
a. Si se studieze monotonia fuie f.
b. Sa se rezolve ecuia: (2+\/§)X + (2—\/5)X =m, mOR.
19.Sa se rezolve ectia:
3109, po(X —1) + 2l0g, o (x + 3) - 2 log,,, (x2 +2X - 3) =0.
20. Si se gseass perechile de numere realey( care verifié inegalitatea
log,, (coSL) >log, (cosl).
21.Dac aldR,a>0, atuncia® = x+1,0x0R, dada si numai dagd a =¢€.
22.S4 se rezolve inectia 3* +4* > 5,
23. Sa se arate £ nu exist numere realeN >0,#1 astfel incat, daca si b sunt
numere prime intre eléog, N si log, N si fie amandoa raionale.
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24. S se rezolve ecyia: log, 2x +10g,, 4x = g

25. S se rezolve ecuia
\/Ioga Yax +log, i/ax +\/Iogai/z +log, iﬁ =a,a>0z1
a X

26. S se verifice identitatedog , x +log ; X +.....+10g_,.., X =log, "x".
27 Sa se rezolve inectia :
log,. . (2x*-x-1)<log.,

X +X+1 X +x+1

(3x* —4x+1)
28. Se consider ecugia x°-(log,m)[kx+3log,m-8=0m este un
parametrun (0,), iar a constanta realcu a >0 sa# 1. Si se determinen, astfel
incat :

a. ambele adacini sa fie in [0,3];  b). una din &dacini i fie in [0, 3].
29. Sa se reprezinte grafid (X) = log,|[X], unde a>0, & 1.
30. Sa se rezolve ecyia:(log, A+log, A)log, A= 2log, Allog,, A, undeAp,q sunt
constanteA>0, px>0, #1, p>0, #1,0>0, #1, pg>0,#1.
31. S se aratex4<log,3+10og,5+10g.8 < 5.
32. 4 se arate £fundgia f :R - R, definita prin f(x) = x+a*, cua supraunitar,
este bijectiy.
33.5a se aratexlog,3+10g,4+109,5+109,6 > 5
34 Fie fungiaf:[0,1] - R, f(x)=a"0"™* +ab*, undea,b>0,# 1.
a. S se aratexf este descrestoare pe[o,ﬂ si crescitoare peB ,1]

b. Sa se arate&pentru orice kI[0,1] avem 2\ab < a(E) +b(%) <a+b.
a

35Fie fungia f(x)=log,| (5m+1)x’ +(7m+3)x+3m|, unde a>0, #1, mOR.S se

determine m, astfel ca domeniul de defial fungiei f si fie R. S4 se determine
minimul sau maximul luf(x).
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36.a.Se d log,,s N =a si log,, N =b, N>0,7Z1 . sise exprimelog, N si 10g; Nin

functie deasi b.
! N, ™  undeA>0,xy>0, iarmnOR - {0}, A # L.

b. S se aratex =
Iog(nym A log A log A

37Fie a>1. Sise aratexa® +a’ =2M@Y dad si numai dag x=y.

3854 se rezolve eciia \/Iogzi/ﬂ +log,4/2x +\/Iog 4\/% +log 4\/2 =2
2 X X

3954 se arate £fungia f :(L,o) -~ R, f(x)=log;x+log,3 are un minim. & se
arate @ log,x +10g, 3= 2, oricare ar fixJ (1, ).
40.a) S se aratex a°*® =b"%* ab,c>0,c#1.
b). S se rezolve ectia: x°%*Y +2(x—1)"%* =3x?.
41.a).Sa se aratexdac 1<a<b si N >1, atuncilog,N >log,N .
b). Tindnd seama de rezultatul de la punctal si inegalitatea

+ + _ _
X+3 > X +‘11,Dx>0 si se aratexdaa a=log,(x+3) si b=log,,,(x+4) si x>1,
X X
atuncia>Db.
, . In(a,[a,.....a -
4254 se demonstreze inegalita ea( : |2 oet) > n22, unde a,,......a, sunt
na

termenii unei progresii aritmetice cujieaa,, daé Ina, este cea mai mare valoare a
fundiei f(x,y)=8y(x+1) —5(x*> +1) — 2(3x + 2y?).
43.Sa se rezolve ecy@ log ;; log, ; xlog, X =54.

REZOLVA TI PROBLEMELE PROPUSE LA FI SA DE STUDIU
REZOLVARILE SE PUNCTEAZA PENTRU NOTA FINALA
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