Calculul iterativ al radicalilor

n cele ce urmeazom aborda uritoarele teme:
1. Calculul iterativ al Iu'R/a cand0<acx<l.
2. Calculul iterativ al lu/a cando < a<1.

Tema 2.este o generalizare natueatemei 1 pentru orice N>1.
1.Calculul iterativ al lui ¥/acand 0<a<1

De unde vine ideea ? Pentru aceasta facem catesaleasii geometrice :

X=y

figura 1



in figural curbal are ecuga x [¥* = x, (ygunde x,si y,sunt coordonatele
punctului Ay.Interseda curbeil cu dreapta de ectia x=y este punctul A .Tangenta in A la
I este dreapta notatu t .De rgnut faptul & 0<x, <vy,.

Pornind de la Ase construige sirul de puncte A,Az,As, ...,An,...In felul urmitor :

-paralela prin Ala tangenta t intersecteadreapta x=y in punctul;B
-paralela prin Bila axa ox intersecteazurbal’ in punctul urnitor Aiq

Astfel fiind dat punctul A, paralela prin Ala tangenta t intersectaadreapta x=y in punctul
B4, iar paralela prin Ba axa ox intersecteazurball in punctul urndtor A;;
paralela prin Ala tangenta t intersecteadreapta x=y in punctul Bar paralela prin Bla
axa ox intersecteazurbal’ in punctul urnitor Ay ;si asa mai departe...

Intuitiv , deoarece dreptele ABi.; sunt paralele cu tangenta t sirul de puncte
A1,A2 A3 ... An,...este convergent la A.

Aceasta implici si convergerta pe coordonate.

Deoarece A apégne dreptei de ectia x=y avem & A(\,\)
Deoarece A apéne curbeil” rezultt A A* =x, [y;; alegemx, =asi y, =lcu0<a<l,

de unde rezuitci A =¥/a.

DeoareceA , (x,,Y, )este unsir de puncte convergent Ia(\,\) rezult ci sirurile
X, sl y,sunt convergente 1A = Ya.

Cum calculam termenii sirurilor X si y,?
*Ecuaia dreptei AB1:
-mai intai calculm panta tangentei t care est@anta dreptei #B;:

di(xy4 -X,¥5) =0 = y* +4xy3% =0 - dy =—l:>dacay=x atunc
X X

dx 4%

g2

-ecuaia dreptei AB,estey = —%x +C « X+4y=4c;

-deoarece Aapatine dreptei AB;, putem calcula constanta 4c cu formula+ 4y, = 4c;

-in final ecugia dreptei ABjestex +4y = x, +4y,
*Coordonatele lui B
-deoareceA,arecoordonatke (x,,y,)si AiBi|| ox rezuli ca B,are coordonateB, (y,,y,)

-deoareceB, (y,,Y,) apatine dreptei AB1 rezult y, +4y, =X, +4y,adia y, = Xo *4Yo :

*Coordonatele lui A:

. X, +4
Avem A, (X,,Y,)si Y, = OTyO . Deoarecé,(x,,y,) OT rezult x, V] =x, ¥s;
Xo¥o __625XoYs

de aicirezut x, =—,—= i
Y, (Xo +4Y,)




*Fiind dat A (X ,,y, ) se pot calcula ca mai sus coordonateleAlyj, (x
625¢,y: . X, +4y,
=2 MY T
(X, +4y,) 5
(in locul lui Ao punem punctul Asi in locul lui A; punem punctul ).

Y..1) cu formulele

n+l?

n+l

*Si ne amintim insca A, (x,,y,) - AQAN)
(undeA = 3/a daci alegemx, = ai y, =1si0<a<l).
De aceea toate aceste consitieirguitive ne conduc la formularea uttoarei teoreme:

TEOREM A

4

X +4y

Fie fungile f(x;y) =222 i g(x;y) =
(x +4y)

D :{(x;y)|0< X < y} si fie numerelex, = a&i y, =1cu proprietate@<a< 1

definite pe domeniul

Atuncisirurile x,,, =f(X,;¥,)sl V.1 =09(X,;Y,)sunt convergente I1a = a.
Demonstraie :

Pentru a demonstra teorema avem nevoie de catewisate preliminare :

Propozitia 1. Daci 0<x<y atuncix <f(X;y) <g(x;y) <y

Demonstréde :
a)
625y* 625xy*
X<V o X+4y <5y o (X +4y)* <625y* = 1<——F o x<——7 o x<f(x;
y y <5y < (x+4y) S (x+4y)" (x +dy)" (x;y)

b) X<y e X+4y<by x+4y

<y = g(xy) <y

625xy4 X +4y 50,4 5 2 _X+4dy
c) f(xy)<g(xyy) < < = B’xy" <(x+4 o xyt < —2 o
) Fxy) <a(x;y) (x +dy)" c y" <(x+4y) y 5
- Poyyy < Y

Ultima inegalitate este ad#nati pe baza inegalitii dintre media aritmetitsi media
geometrid a 5 numere.

Propozitia 2. Daca x =f(x;y) saudaca g(x;y) = yatunci x=y.

Demonstrde :
4
a)x =f(x;y) x=62Ly4 = (By)* = (x+4y)" = By=x+4y = y=x
(x +4y)
X+4
b)a(x;y) =y = c y=y = X+4y=5y = x=Yy
Consecite :

a) Daa in Propoziial. punemx =X, Siy =y, obfinem

Xo <F(Xpi¥n) <O(Xn3Yo) <Y, adici X, <Xy <Yy <Yo;

in ultimele inegaliti dam valori lui n incepand de lagdobtinem :
Xp <Xy <X, <K <X, <K <y, <K <y, <y, <Y,



Ultimele inegalititi ne arad ca sirurile x,,;, =f(X,;¥,)sl Y.a =9(X,;Y,)sunt convergente
deoarece sunt monotogiemarginite;st notm p =Iim x,si n=limy,

b) Dac in x,,, =f(X,;¥,) sl Yna =09(X,;y,)trecem la limit obinem
u=f(u;n)si g(u;n) =n (am folosit aici continuitatea fugidor f si g)
Aplicand Propozia 2. rezuli ca g =n.Si notim cu A valoarea comuna celor doa limite.

Mai avem de ditat ¢i A =%/a; atunci teorema va fi demonsttaiomplet.

Propozitia 3. Fie fungia W(x;y) =3/xy* .Atunci:
a)W(xy) =P(f(xy); 9(x;y))

b)W(x;x) = x

Demonstrde:

ey = 5l e =] 625yt (x+ay\'
a) W(f (x:y)ig0ay) = 1 (6 y) do(x;y)) -\/(X+ 4y>4[é - j Wyt =wixy)
b)LIJ(x;x):\/SxD(“:W:x

Consecire:

l'lJ(Xn;yn) = LI'}(f (Xn’yn)’g(xn’yn)) = l'IJ(Xn+1; yn+1) ;

-Dam valori lui n incepand de lagdobtinem :

W(Xp;¥o) = W(x11y,) =K =W(X,1y,).

-Trecem la limi# Tn ultimul sir de egaliditi si tinem seama de faptuk unctia W este
continu; obxinem & :

WXy Yo) = WX, y,) =K =IimW(x,;y,) =¥(Iimx ;limy. ) =W¥YA;A) =A

adica A =W(X,:Y,)

-Alegem x, = ay, =1cu O<a<l;obinem:

A =W(Xq;Yo) :5\/Xoyg ={an* =¥a

Cu aceastdemonstratia teoremei este incheiat

EXEMPLU : calcusim primele patru iterd pentruy/ 03 :

{xl = 0548437888 {xz = 0,740951769

y, = 086 y, =0,797687577

X, =0,78465521 X, =0,786001927
{y3 =0,786340415 ’ {y4 =0,786003374
-in calcule am pornit cu valorilg, = 08 y, =1

-obserdm ci §/03 = 0,7860K unde cu sigurag primele 5 zecimale sunt exacte deoarece

§/03-x,<y,-x, <107
-in general putem evalua eroarea/a - X, <Y, —X,;deci odai cu evaluarea radicalului

avemsi un control al erorii; despre eroaregputem afirma & este intotdeauna mai riic
decat difereta y,, — X, .



2. Calculul iterativ al lui ¥Yacand 0<a<1

In cele ce urmeazvom urmiri in linii mari etapele parcurse in calcululi{a pentru a
da o metod de calcul al lui¥a ,N>1. Vom indica schimbrile care apar in demonstiia

Considergi geometrice:

Ne vom raporta tot la figura 1., dar de data acesstaia curbeil” estexy™™ =x,yp ™.
Deoarece A apgne dreptei de ectia x=y avem & A(\,\)

Deoarece A apégne curbeil” rezulti AAN™" =x, [y alegemx, = ai y, =1lcu0<a<l,
de unde rezuitci A =Va.

DeoareceA , (x,,y, )este ursir de puncte convergent la(\,\) rezult ci sirurile
X,si y,sunt convergente |a =Y¥a.Construga punctelorAn(xn,yn)este asegmatoare cu
cea din cazul calculului IWi/a .

*Ecuaia dreptei AB1:
x+(N-Dy=x,+(N-Dy,

*Coordonatele lui B

-deoareceA arecoordonate (x,,Y,)si AiBi|| ox rezuli ca B;are coordonateB,(y,,y,)

-deoareceB, (y,,Y,) apatine dreptei AB; rezult y, + (N -1y, =x, + (N —-1)y,adici

_Xot (N-Dy,

1 N )

*Coordonatele lui A

-deoareceA, (x,,y,) 0T rezula

- NN_lXoyg‘_l iv. = Xo + (N -1y, *)
(xo +(N-Dyo)* * " N

Ultimele dow formule indic prima iteraie Tn calculul valorilor celor daisiruri.

X1

inlocuind indicele “0”cu “n”si indicele “1” cu “n+1"In formulele (*) oinem formulele de
recuremi necesare calcululgirurilor x, si vy, .

Considergile geometrice de mai sus conduc la formulareaatmarei teoreme:

TEOREM A

N-1,,,,N-1 -
gy o= X et e

domeniulD :{(x;y)|0 <X < y} si fie numerelex, = a&i y, =1cu proprietate@<a< 1

Fie fundiile f(x;y) =

Atuncisirurile x,,, =f(X,;¥,)sl V.1 =09(X,;Y,)sunt convergente I1a = Va.

Demonstratie :
Pentru a face demonsfismavem nevoie de uitoarele Propozi despre fsi g din teorem :



Propozitia 1. Daci 0<x<y atuncix <f(x;y) <g(x;y) <y

Propozitia 2. Daca x =f(x;y) saudaca g(x;y) = yatunci x=y.

Propozitia 3. Fie fungia W(x;y) = ¥Yxy"™ .Atunci:

a)W(x;y) = W(f(x;y);9(x;Y))

b)W(x;x) =X

Demonstrdile propoziiilor urmeaz intru-totul cele din cazul N=5 ;de aceea le omitem.

*Consecina Propoaziei 1:

Daci in Propogiial. punemx = x,, Siy =y, obiinem

Xn <F(X01Ya) <9(Xn1Ya) <Y, adici X, <Xy <Yy <Yi;

n ultimele inegaliti dim valori lui n incepand de lasDobtinem :
Xg <Xy <X, <K <X, <K <y <K <y, <y, <Y,

Ultimele inegalisti ne arad ca sirurile x,,, =f(X,;¥,)sl Y.. =9(X,;Y,)sunt convergente
deoarece sunt monotogiemarginite;si notim g =1lim x si n=limy,

*Consecina Propoziei 2:

Daciin x,,, =f(X,;¥,) sl Ynou =09(X,;y,)trecem la limii obinem

u=f(u;n)si g(u;n) =n (am folosit aici continuitatea fugidor f si g)

Aplicand Propozia 2. rezuli ca i1 =n.Si notim cu A valoarea comuna celor doa limite.

*Consecina Propoaziei 3:

W(Xn1Ya) = WE XY ) 9,5 Y0)) = WX Vi) s

-Dam valori lui n incepand de lagdobtinem :

W(Xo:Yo) = WXy y,) =K =W(X,}y,).

-Trecem la limi# Tn ultimul sir de egaliditi si tinem seama de faptuk unctia W este
continui; oktinem :

W(Xo:Yo) = W(Xs5y,) =K =limW(x,;y,) =W(limx;limy, ) =W¥YA;A) =A
adici A =W (X,:Y,)

-Alegem x, = a,y, =1cu O<a<l;olinem:

A=W(XyY,) = RI/XOYON_l = WaﬂN_l = \/5‘

Cu aceastdemonstratia teoremei este incheidt

Observdtii:

+
1.Dac N=2 calcuiim cu formulele, ,, :2x_:-yn Si Yo = Xn 5 Ya si obtinem/a ;
Xy Y

evident & pornim calculele cx, =a<1=y,.

2.Cum calciim Ya dag a>1 ?Avem 0< 1 <1;calcubm mai intaiv = #E :atunci Va= 1
a a v
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